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L'OPERA GEOMETRICA DI A. MANNHEIM. 
Studio di Gino Loria (Genova). 



« Si confessi dunque volentieri, che U provincia, sulla quale 
domina siccome Reina l'Analisi, è molto più estesa e più vasta 
di quella che appartiene alla Sintesi ; ma non s'inferisca da 
tal preminenia, che l'altra debbasi abbandooare, l'altra tanto 
benemeriu e per tanti secoli della Geometrìa antica che serve 
anche oggidì all'Algebra medesima di util compagna ... ». 

G. F. Malfatti. 

Quantunque la mirabile produzione scientifica di M. Chasles non abbia ancora 
trovato il suo storico, pure, un semplice esame superficiale palesa in essa tre facce. 
È, infatti, noto come una sua parte preponderante sia rappresentata dalle memorabili 
riurche storiche di quel grande; una seconda, non meno cospicua, dagli studi di Geo- 
metria projettivUj inteso questo vocabolo nella sua accettazione più ampia; un'ultima, 
infine, forse meno estesa, ma per fermo non meno importante, abbraccia le ricerche 
di Cinematica pura (o Geometria cinematica, adottando la proposta fatta nel 1859 dal 
Terquem), teoria del movimento indipendentemente dalle cause che lo producono (forze) 
e dal tempo durante il quale esso avviene. Mentre Chasles come storico trovò, non 
nella propria patria, ma nella terra di Amleto, un discepolo degno di calcarne le orme 
gloriose '), mentre in E. de Jonquières trovò chi fu capace di proseguire e com- 
pletare le sue indagini sulle figure algebriche *), gli è nell'eminente geometra, di cui 
intendiamo di occuparci nel presente lavoro e per la cui recente dipartita è cosi vivo 
il dolore, che egli ravvisò la persona destinata a svolgere in modo originale e portare 
alle loro più lontane conseguenze le feconde sue idee sulla dottrina geometrica del mo- 
vimento. Egli ebbe cosi netta la visione della missione che questi era destinato a com- 
piere da considerarlo e designarlo come proprio « figlio spirituale » ; ma per quanto 



') « Come discepolo di Chasles », scrive lo Zeuthen nella prefazione alla sua grande opera 
sopra le ricerche dei Greci intomo alle coniche, « da tempo io m'interesso ai risultati ottenuti nell'an- 
tichità ». 

*) Cfir. il mio studio: U Œuvre mathématique (Ì^rnest de Jonqviéres [Bibliotheca Mathematica, 
serie III, tomo III (1902), pp. 276-3 22 J. 

Situa. Cire. Maitm. Pakrmo, t. XXVI (aP semestre 1908). — Stampato il ao febbrajo 1908. x 
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^niK> c lungimirante fosse il suo sguardo, per fermo non avrà saputo prevedere la 
nK>lc elegante del grande edificio che questi avrebbe architettato ed eretto. 

I. — Una Primavera rigogliosa. 

VrrTORio Amedeo Mannheim nacque a Parigi il 17 Luglio 1831. 

Fino dalla più tenera età manifestò attitudini spiccatissime per le scienze esatte, 
giacché a dieci anni, pur essendo il più giovane della propria classe, fu il solo che riu- 
scisse a risolvere un problema di geometria proposto dal professore. 

Compiuto il corso degli studi costituenti il programma dell'« Institution Martelet », 
a sedici anni venne ammesso all'« École centrale » ; ma tale istituto egli abbandonò 
ben presto pel Liceo Carlomagno, ove, sotto la guida amorosa e sapiente di E. Catalan, 
si preparò all'ammissione nella Scuola politecnica: quel celebre geometra ebbe ragione 
di andare orgoglioso di un discepolo che fu accolto (1848) nella più famosa scuola del 
mondo, essendo sempre il più giovane del proprio corso. 

Uscitone due anni dopo sottotenente d'artiglieria, venne destinato alla scuola d'ap- 
plicazione di Metz ; ed appunto in tale epoca ideò una modificazione al regolo calcolatore 
(cfr. gli articoli [4], [6]) ^), che fu adottata dal corpo a cui apparteneva il Mannheim 
e poi generalmente, ottenne una distinzione all'Esposizione Universale del 1855, ri- 
scosse le lodi di un giudice competente *) e servi di modello nella costruzione di altri 
apparati congeneri *). 

Appunto ai primi tempi (Gennajo 1851) del soggiorno a Metz del giovane sotto- 
tenente d'artiglieria appartiene una delle prime sue pubblicazioni geometriche [3]. Essa 
contiene svariate applicazioni della trasformazione per polarità rispetta ad un cerchio 
alla ricerca di nuove proprietà descrittive delle figure piane ; da ultimo l'Autore cerca la 
relazione che passa fra la distanza di due punti e qualche elemento metrico della fi- 
gura corrispondente e la trova almeno in alcuni casi speciali: ciò va notato perchè 
mostra come egli sin da allora abbia rivolta la propria attenzione alla polarizzazione delle 



3) I numeri posti in parentesi quadra [ ] servono di richiamo ai lavori elencati alla fine dell'at- 
tuale scritto. 

^) «n sig. Mannheim ha fatto eseguire un nuovo ed ingegnoso regolo, per mezzo del quale si 
ha un'esattezza doppia di quella data da eguali regoli ordinarii, non solo per la moltiplicazione e di- 
visione, ma benanco per ogni proporzione, per i quadrati cubi, radici quadrate, cubiche e simili». 
[Q, Sella, Teorica e pratica dtl regolo calcolatore, Torino 1859, p. 100; II' ed. italiana, Torino 1886, 
p. 102]. 

5) Cfr. P. RozÉ, Théorie et usage di la règie à calculs (règle des écoles, règle Mannheim), Pa- 
ris 1907, p. 2. Va aggiimto che nel tomo XIII (1854), p. 36, delle Nouvelles Annales de Mathématiques 
è detto che il nostro autore fece costruire « uno R^gle à calcul cylindrique, plus commode, plus exacte, 
que sa règle pbte». Notiamo qui anche avere egli più tardi (1857) ideato un altro utile strumento 
ft^J» [74JX che riscosse Tapprovazione di Poncelet e il cui modello originale può tuttora vedersi nel 
"Conservatoire des Arts et Métiers» di Parigi 
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proprietà metriche delle figure, argomento che (come vedremo) egli non perdette mai 
di vista durante tutta la sua vita. 

Promosso nel 1852 tenente d'artiglieria, il Mannheim andò peregrinando per varie 
guarnigioni; delle sue ottime qualità militari rende fede il fatto che a Parigi, durante un'e- 
pidemia colèrica, col proprio contegno fermo egli seppe tenere alto il morale delle truppe 
affidategli, mentre alcune sue osservazioni sparse, alcune questioni proposte ed alcune 
eleganti soluzioni ®) possono citarsi come prova del non avere egli mai abbandonati 
del tutto gli studi prediletti. D'altronde, appunto a tale periodo appartengono altri buoni 
suoi lavori, i quali meritano qualche considerazione da parte di chi intende seguire 
passo passo l'evoluzione delle sue idee matematiche. 

Nell'uno [5] trovasi applicata un'elegante considerazione stereometrica (senza dubbio 
ispirata da Monge) alla dimostrazione dell'essere formato da quattro rette concorrenti 
in un punto il luogo dei centri delle circonferenze seganti sotto angoli eguali tre circon- 
ferenze date. 

In altro [7] Mannheim enuncia una proprietà dell'inviluppo di una sfera costan- 
temente tangente a due piani ed una sfera, preludendo cosi ad altre ricerche che poco 
dopo attrassero la sua attenzione. 

Finalmente in un terzo [8] egli dimostra che l'isottica di due circonferenze è co- 
stituita da un certo numero di lumache di Pascal ; a tale scopo egli adopera conside- 
razioni di pertinenza della Geometria cinematica, le quali provano come sin dal 1856 
egli fosse famigliare con tale disciplina e spiegano come poco dopo egli potesse venire 
considerato come il rappresentante di essa ^). 

Nel 1855 troviamo il Mannheim a Marsiglia, nel punto in cui, essendo stato de- 
stinato in Crimea, aveva già imbarcato la propria compagnia e stava per salpare. Ma 
la presa di Sebastopoli e la pace che ne fu il corollario sospese la partenza di nuovi 
rinforzi e risparmiò forse alla patria ed alla scienza il sagrificio d'una esistenza preziosa ! 

Durante il soggiorno a Marsiglia, prolungatosi parecchi mesi, il protagonista della 
storia che stiamo narrando potè riprendere con agio e tranquillità relativi gli studi inter- 
rotti ; le risultanze dei quali leggonsi in alcuni lavori, su cui è nostro dovere arrestarci 
qualche istante. 

In quello di più antica data [9] ®) egli ritorna, per svolgerlo con l'ampiezza neces- 
saria, su un tema già toccato in una sua precedente pubblicazione [3], cioè la ricerca di un 
metodo per trasformare le proprietà metriche delle figure piane col mezzo d'una pola- 
rità rispetto ad un cerchio, ricerca di cui la soluzione doveva sembrare del massimo 
valore nel tempo in cui scriveva il Mannheim, cioè in un'epoca in cui il regno della 
Geometria era governato da due dittatori : Poncelet, di cui sono giustamente rinomati 
i contributi alla teoria della polarità, e Chasles, di cui è notorio l'affetto per le rela- 



^) Nouvelles Annales de Mathématiques, l^^c série: t. XII (1853), pp. 107-108-, t. XIII (1854), 
pp. 35-36, 210-211, 266-267; t. .XVI (1857), pp. 187-189. 

7) Nouvelles Annales de Mathématiques, I*« série, t. XVIII (1859), p. 445. 

») cfr. [184], pp. 477-485. 
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zionî metriche. Per risolvere quella questione il nostro autore generalizza la formola 
che già rilevammo nella chiusa di quella pubblicazione [3] e cosi ottiene la relazione 
generale che intercede tra la distanza di due punti di una figura piana e gli elementi 
metrici della %ura polare *)• Molteplici applicazioni fattene dall'autore '*) chiariscono 
il modo di servirsi di tale notevole relazione ; ci dispensiamo dal riferire le proposinoni 
cosi ottenute dal Mannheim essendo in parte note ed in parte di enunciazione compii«- 
cau: ciò che invece va rilevato si è che con questo suo lavoro giovanile egli non ha 
esaurito ti relativo soggetto, come vedremo meglio in seguito. — Gli altri lavori com- 
posti dal nostro geometra mentre era in servizio militare attivo trattano temi che rien- 
trano nel vasto campo di studi a cui egli doveva poi dedicare la miglior pane della 
propria attività, cioè la costruzione delle normali e dei centri di curvatura di determinati 
luoghi geometrici, ovvero dei punti di contatto di speciali inviluppi. Fra i risuluti più 
generali ottenuti nel più antico di essi [io] citiamo ad esempio il seguente: Una retta 
R tocchi in r una curva fissa U ed incontri (in a e b) due altre curve Aj B; sia m un 

punto del segmento ab tale che sia — 7- = ^ {cost.); la normale alla curva (m), luogo 

dei punti m, divide nello stesso rapporto "k il segmento determinato sulla normale in r a 
U dalle normali in a, b alle curve A^ B "). Né vanno dimenticate varie costruzioni 
del centro di curvatura di una conica '*), da inscriversi nel ricco elenco dei contributi 
dati dal Mannheim alla teoria delle curve di second'ordine. — Tra le questioni risolte in 
altro [12] '^) dei riferiti lavori, notiamo la costruzione della tangente al luogo geometrico 
del punto in cui si tagliano le tangenti in due punti a, t di due date curve Aj B scelti 
in modo che b sia il piede di una normale condotta da a a 5; fra le conseguenze 
speciali segnaliamo una costruzione sempUce del raggio di curvatura dell'ovale di Car- 
tesio '*) (in particolare di una conica) ed altre dei punti di una caustica : soggetto que- 
st'ultimo sul quale il Mannheim doveva ritornare [160] tanti anni appresso. Nello stesso 
lavoro egli fa cenno della seguente questione, che il marchese de L'Hôpital aveva incom- 
pletamente risolta nella sua « Analyse des infinitement petits » : date due curve A^ A' ed un 
punto qualunque f del loro piano^ si conduca per f una trasversale arbitraria a segare 
quelle curve in a, a'; determinare la tangente del luogo del punto in cui tagliami le 
tangenti in a, a' alle curve date; ed in uno posteriore [14] '^) la risolve in due modi 
entrambi notevoli e che conservano la propria validità nell'ipotesi che / vada all'infinito. 



0) Non potendo qui riferirla, noteremo che una delle forme sotto cui può scriversi ebbe rooore 
di essere riferita da Chasles nel suo Rapport sur Us progrès de la Géométrie (Paris, 1870), p. 294. 

'«) Cfr. [152], P. 191 e [184], p. 26. 

") Cfr. [152], p. 172. 

**) Segnaliamo, a mo* d'esempio, quella emergente dalla proposizione seguente : la paràbola tan- 
gente agli assi di un*ellisse nonché alla normale ed alla tangente in un punto della curva, tocca tale normale 
nel relativo centro di curvatura, 

'3) II tema di esso è chiaramente indicato dal titolo. Cfr. anche [184], pp. 485-492. 

'4) Cfr. [152], p. 209. 

'5) Cfr. [184], pp. 492-500. 
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Analoghe considerazioni infinitesimali guidarono il nostro autore a costruire il centro 
di curvatura in un punto qualunque della curva che nasce da una curva piana dividen- 
done le ordinate in un rapporto costante ; ne deduce che : se una curva ammette un dia- 
metro rettilineo^ i raggi di curvatura negli estremi di una corda ad esso conjugata stanno 
fra di loro come i cubi delle relative tangenti limitate al loro punto d' inter sexjone '®), e 
in particolare che: i raggi di curvatura in due punti qualunque di una conica stanno fra 
di loro come i cubi delle corrispondenti tangenti limitate al loro punto comune '^). Ora 
è degno di nota che tale elegante proprietà delle coniche era stata avvertita, prima che 
il Mannheim la scoprisse, dall'UMPFENBACH '*) e dal Liouville *®), mentre lo fu poi 
dal Peaucellier **). Il Mannheim la riottenne più tardi, assieme ad altre concernenti 
le cubiche i»ane, deducendola da quest'altra, da lui semplicemente enunciata *'): Una 



'^ Tale pvoposizione si può dimostrare agevolmente, ricorrendo alle seguenti espressioni per ä 

raggio di curvatura R e per la tangente T in assi cartesiani inclinati fra loro dell'angolo o): 

J. i 

„ (i+/cosa) + >'*)' ^ ^(i + i/costo + ^r'»)» 

OL) A = jf > i = ■ 

/ sen (-' 



1(0 

Infatti, da queste si trae, in valore assoluto, 

Jlyì 



Ä = 



>'5/'senti)* 

Ora, se la curva che si considera ha per diametro Ox con le corde conjugate parallele sl Oy, 
cambiando il segno di y (epperò di y', y") e chiamando Ä, , T, i corrispondenti valori di Ä, T, si ha, 

ancora in valore assoluto, 

71 yì 

l^ -__ 1 "^ 

onde, con la stessa clausola, 

R 73 

I I 

'7) Questa proposizione si può dimostrare applicando le formole (a) della nota '®) ai punti (^,0), 
(o, q) della conica 

'•) Ein Lehr sail von Kegelschnitten [Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. XXX 
(1846X pp. 95-9^]. 

'ö) Sur une proprUU des sections coniques [Journal de Mathématiques pures et appliquées, I*« série, 
t. IX (1844), pp. Î50J5*]- 

*®) Relation entre les rayons de courbure d'une courbe et de sa perspective, et considérations sur les 
foyers des lunettes [Nouvelles Annales de Mathématiques, I*»« série, t. XX (1861), pp. 427-430]. 

*») La via per la quale egli vi giunse risulta da [152], p. 224 e [ïtfl, t>p. tl-jé. Con la scorta 
dell' anafisi la â può dimostrare semplicemente come segue: BMèr ««nia di 

coordinate polari r, co col polo in O e ponendo r = — 

u 
cosa= , 
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trasversale condotta per un punto incontra in A^ A^^ A^j ... le curve fisse ÇA)j (-4,), 
(-^j), ... ; si prende sulla trasversale un punto M tale che si abbia 

^^ OA ^ OA^ ^ OA,^ OM' 

ove 1, X^, \, . , , , [L sono costanti date. Quando la trasversale ruota attorno ad 0, il 

punto M descrive una curva (Af) tale che 

(2\ — ^ 1 ^ I ^ ^ • • • = — ^ 



p cos^ a *^ p j ces' a^ '^ p^ cos' a, R cos^ 9 ' 

ove f è il raggio di curvatura della curva {A) in A, e ol V angolo che la relativa nor- 
male forma con quella trasversale, mentre p^ , p, , . . . , -R e a^ , a^ , . . . , ç hanno signi- 
ficati analoghi per le curve (-^,), C-^,), • • • 5 (AO- — ^^^ determinare la genesi dell'ul- 
timo [13] dei lavori costituenti il gruppo succitato, fa mestieri ricordare come Abel 
Transon abbia scoperta una procedura assai semplice per determinare il raggio di cur- 
vatura della traiettoria di un punto appartenente ad una figura piana mobile nel proprio 
piano con una legge determinata **) e come Chasles ne abbia subito ^) rivendicata a 
sé stesso la priorità e poco dopo fatta conoscere la sua «r Construction des rayons de 
courbure des courbes décrites dans le mouvement d'une figure plane qui glisse sur son plan)) *♦). 
Ivi, fra l'altro, è notato che il moto di una figura piana nel proprio piano può inten- 
dersi ottenuto facendo ruzzolare una curva su di un'altra e che, quando il moto è infini- 
tesimo, a tali curve è lecito sostituire i corrispondenti cerchi di curvatura. Donde emerge 
la possibilità di applicare alla questione enunciata nel titolo di quella memoria di Chasles 
una nota formola ^) che va sotto il nome di Savary ^). Ora è appunto di tale so- 



epperò : 

Similmente 
onde 



p cos' a 



= u + ur. 



p, così a, 1 I 1 » p^ così a^ 

^^ I ^1 ì ^ 



p, COSÌ a ' p, così Qt, ' p2 così a. 






e, per l'ipotetica relazione (i), =-^— !--j— , secondo l'enunciato. 

"") Abel Transon, Méthode géométrique pour Us rayons de courbure d'une certame classe de courbes 
[Journal de Mathématiques pures et appliquées, I*«"« série, t. X (1845), pp. 148-157]. 

*"3) Cfr. Abel Transon, Nota ciuta *"^), pp. 156-157 (Note de M. Chasles). 

*"*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, I*«"« série, t. X (1845), pp. 204-208. 

^5) Cfr. Leroy, Cours de Géométrie descriptive, 2* édition (Paris, 1862), p. 386. 

^^) Mannheuii ha osservato ([152], p. 176, e [184], p. 25) che in realtà essa appartiene ad Eu- 
lero [v. la memoria SupplemenHum de figura dentium rotarum pubblicata in Novi Commentani Acide- 
miae Petropolitanae, t. XI (1765), p. 209]. Essa e le relative -costruzioni si trovano esposte in nnihro 
suo lavoro [17], il quale va anche segnalato per alcune eleganti proprietà della catenaria, parte miove, 
parte dovute a Lamarle e PomsoT, dimostrate con procedimento uniforme. Cfr. anche la ritpiyrta dita 
nel L'Intermédiaire des Mathématiciens [t. IX (1902), pp. 120-122] sotto il pseudonimo di «Camom» 
alla (c Question 475 » proposu da « Rosace » (= £. Cbsàro). 
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sdtiizione che il Mannheim profittò per trattare [13] questioni dello stesso tipo, ad 
esempio la seguente: supposto che un triangolo variabile di forma e grandex^a si muova 
mi proprio piano con data hgge^ dai centri di curvatura degli elementi descritti da due 
vertici dedurre quello delV elemento descritto dal ter^^o. Fra gli speciali risultati da lui otte- 
nuti notiamo un bel teorema di Chasles relativo al centro di curvatura dell'ellisse, l'e- 
stensione ad un asteroide obliquo di un'elegante proprietà scoperta dal Lamarle nell'a- 
steroide regolare ed alcune proprietà della curva di Delaunay e delle linee reptorie del 
Bernoulu. 

IL — Un'Estate feconda. 

Nel 1859 il Mannheim, già capitano, era applicato alla Fabbrica d'armi di Châ- 
tellerault. Un posto di ripetitore alla Scuola politecnica essendosi reso vacante, il Con- 
siglio direttivo, accogliendo il suggerimento d'un illustre geometra, il Lamé, chiamò 
il Mannheim ad occuparlo : questi potè cosi tornare, in qualità d'insegnante, nel famoso 
Istituto che lo aveva annoverato fra i propri migliori discepoli e nel quale doveva rima- 
nere per quasi tutta la sua vita, prima come esaminatore d'ammissione (1863), poi (1864- 
1901) come successore di J. de la Gournerie nella cattedra fondata ed illustrata da 
Monge. Egli lo lasciò temporaneamente soltanto durante un breve periodo, per seguire 
nel i860 la spedizione scientifica di Costantina, nel corso della quale egli fece delle os- 
servazioni di fisica che furono reputate degne di venire inserite in un'importante pub- 
blicazione periodica ^); va eziandio ricordato che, durante l'assedio sofferto da Parigi 
nel 1870, egli comandò la batteria della Scuola politecnica e che, nel sanguinoso pe- 
riodo della Comune, egli abbandonò la capitale per riprendere il proprio insegnamento 
a Tours, provvisoria sede di quella Scuola. 

Trasferito a Parigi, esonerato dalle quotidiane incombenze militari, il Mannheim 
si dedicò completamente alla scienza a lui caramente diletta ^®): le pagine seguenti di- 
ranno quale felice ispirazione abbia avuto il Lamé nello strappare dalla gamella chi po- 
teva e doveva divenire uno degli uomini di cui oggi la Francia va giustamente orgo- 
gliosa 1 

Per dare un po' d'ordine alla nostra esposizione dell'opera geometrica del Mannheim 
ne raggrupperemo i lavori in un modo che ci sembra conforme alla loro natura; rico- 
nosciamo però per primi che la nostra classificazione, suggerita esclusivamente da ra- 
gioni d'opportunità, apparirà per fermo artificiale a chi, studiando tutu la produzione 
dd Nostro geometra^ avvertirà il carattere che possiede di sostanKÌalc unità, ndk 
grande varietà de' suoi aspetn* 



"7) Franges mohiks imoiçres pbsfrvhs ptniafii i'kU^ éà 
Chiimc, t. LX (1860X pp. 307-210]. 

**) L'antico ufficiale d'artiglieria si riîïov« fi 
« iêssms de rbariffm^ inserito nel t. VII (i^^é] 
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Polarità. 

La trasformazione per polari reciproche, che vedemmo interessare il Mannheim 
sm dagli albori deUa sua carriera scientifica, continuò ad occuparlo ancora per gran 
parte della sua vita. Lo prova anzitutto uno scritterello [i6] in cui egli insegna come 
scegliere il cerchio direttore d'una polarità affinchè questa muti una conica in altra do- 
tata di proprietà prestabilite; e lo conferma una elegante proposizione metrica *^) da 
lui proposta come esercizio, e che, per sua dichiarazione [182], egli ottenne, col mezzo 
di una duplice polarizzazione, da un teorema di Duhamel. Ma i risuluti più cospicui 
delle sue indagini sopra tale argomento trovansi consegnati in un esteso lavoro [39] 
il cui fine è la ricerca di ciò che divengono, per effetto d'una trasformazione polare, 
le proprietà di curvatura delle linee (piane e sghembe) e delle superficie. Le formole 
a cui giunse il Mannheim non sono abbastanza semplici per essere qui riferite; ma 
per dimostrarne l'utilità citeremo due delle conseguenze che egli ne trasse. Dalla pro- 
posizione, da lui dimostrata altrove [28] : <( se una curva di ttrj^ordint i inscritta e cir- 
coscritta ad un triangolo^ il prodotto dei raggi di curvatura nei vertici eguaglia il cubo 
del raggio del cerchio circoscritto al triangolo » ^), egli dedusse che : « se una curva di ter^a 
classe h inscritta e circoscritta ad un triangolo^ il prodotto dei raggi di curvatura nei ver- 
tici i eguale a 64 volte il cubo del raggio del cerchio circoscritto al triangolo» ^'). Dalla 
notissima formola di Eulero sulla curvatura delle superficie, il Mannheim concluse che : 
« la somma dei raggi di curvatura dei contorni apparenti di una superficie su due piani 
perpendicolari fra loro e ad un piano tangente fisso della stessa, non varia mutando co- 
munque i due piani di proje:^ione » ; t siccome egli non aveva una sola corda al proprio 
arco, cosi segnalò un bel teorema da cui il precedente scaturisce senza il sussidio della 
polarità. — Dodici anni dopo, in seguito ad altre ricerche, di cui ci dovremo occupare 
altrove, il Mannheim investigò [117] la figura che nasce polarizzando il sistema delle 
normali ad una superficie. — Finalmente, negli ultimi anni della sua vita, si servì della 
polarità, con l'abilità consueta, per ottenere [180] ^) nuovi teoremi sulle normali alle 



"9) Eccone l'enunciato : Da un punto O preso nel piano d'una curva algebrica si conducano le tangenti 
a questa; si divida il raggio di curvatura corrispondènte ad ogni punto di contatto per la sua distatela da 
0\ la somma di tutti questi rapporti è eguale a o. [Nouvelles Annales de Mathématiques, lì«»«« serie, 
L IV (1865), p. 430, Question 745]. 

3°) Vedi anche: Nouvelles Annales de Mathématiques, II*™« série, 1. 1 (1862), p. 29, Question 605. 

3*) Riguardo a queste due proposizioni, cfr. un reclamo di priorità fatto dal Mannheim nel L'In- 
termédiaire des Mathématiciens, t. XI (1904), p. 64. Un'altra proprietà di curvatura da lui avvertita nelle 
curve di terza classe trovasi nella Question 757 delle Nouvelles Annales de Mathématiques, II*«« serie, 
t. V (1866), pp. 190-191. 

3^) Tale Nota fii provocau da quella pubblicata nel 1877 dal Laguerre: Sur les normales que 
Von peut mener d'un point donné à une conique [Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie 
des Sciences (Paris), t. LXXXIV (ler semestre 1877), pp. iSiiS^.^ Œuvres de Laguerre, t. II 
(GéonUtrie) (Paris, 1905), pp. 45^-455]. 
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coniche ^ e per giungere a nuove proprietà focali delle stesse curve [192]; inoltre 
segnalò ^) come questione importante da risolvere la ricerca dei teoremi che nascono 
applicando la stessa trasformazione alle proposizioni concernenti gli archi delle curve 
piane. 

Trasformazione per raggi vettori reciproci (inversione). 

La superficie (« ciclide ») inviluppata da una sfera, che muovesi nello spazio con- 
servandosi costantemente tangente a tre sfere fisse, venne incontrata da C. Dupin ^) 
come superficie avente per linee di curvatura delle circonferenze; una ciclide speciale, 
perchè è di rotazione (è l'ordinario « toro »), corrisponde all'ipotesi che i centri delle 
tre sfere date stiano in linea retta (cfr. [37]). Ora il Mannheim ha per primo osservato 
[18] (cfr. [25]) che da qualunque ciclide nasce un toro applicandovi un'inversione il cui 
polo appartenga alla circonferenza determinata dai centri delle date sfere, e di tale os- 
servazione trasse profitto per dedurre da un noto teorema del Villarceau ^) che 
ff ogni sfera bitangente ad una ciclide la taglia secondo due circoli » e per dimostrare che 
<r la ciclide i suscettibile di due generazioni come inviluppo di una sfera tangente a tre 
sfere fisse )k Siffatte considerazioni guidarono pure il Mannheim a molte proprietà, non 
tutte anteriormente note, delle superficie aventi per linee di curvatura d'un sistema delle 
curve sferiche, e ad un procedimento, che, se non c'inganniamo, non consegui tutta 
la meritata notorietà, per dedurre da una tale superficie un'altra della stessa specie. 

Al Mannheim viene pure attribuita ^) la notissima riduzione mediante inversione 
del problema di Apollonio alla ricerca di un cerchio tangente ad un circolo e due rette. 
A lui poi appartiene [23] (cfr. [ssT) l'i^^^ ^i considerare le curve e le superficie trasformate 
in sé stesse da un'inversione, idea che, nelle mani del Moutard, guidò alla teoria delle 
curve e superficie anallagmatiche e che i moderni estesero a tutte le trasformazioni geo- 
metriche. Non meno originale è l'applicazione [24] fatta dal Mannheim dell'inversione 



33) Limitiamoci a rilevare la seguente bella osservarione di partenza : Una conica e la sua polare 
reciproca rispetto ad un cerchio di centro hanno comuni le normali uscenti da 0. 

34) Nel L'Intermédiaire des Mathématiciens, t. VI (1899), p. 4, Question 1430. 

35) Hachette, Sur le contact des sphères; sur la sphère tangente à quatre sphères donnés ; sur le 
cercle tangent à trois cercles donnés [Correspondance sur TÉcole Impériale Polytechnique, 1. 1, 2* édition 
(181 3), pp. 17-28], p. 22; Dupin, Mémoire sur la sphère tangente à trois ou à quatre autres [Ibid., t. II 
(18 14), pp. 420-425]; Dupin, Applications de Géométrie et de Mécanique (Paris, 1822), p. 200. 

3®) Questo teorema venne dimostrato più tardi [216] assai semplicemente dal nostro geometra; 
al quale appartiene anche una dimostrazione [215] della proprietà della terza sezione circolare del toro 
di tagliare tutti i meridiani secondo un angolo costante, proprietà enunciata, per la prima volta, dal 
colonnello Schœlcher ^Théorie générale des hélices (riassunto) [Association Française pour l'Avalla 
ment des Sciences, Compte rendu de la XX* Session (Congrès de Marseille, 1891), 1*^« Pif 
gina i6o]| e della quale, posteriormente, ebbe ad occuparsi G. HolzmOller ÌEkment^ 
DifPis'schen Cykliden und die Grundlagen der Krümmungstheorie [Zeitschrift für Mià^ 
Bd. XUV (1899), pp. 194-21 3] j. 

37) Nouvelles Annales de Mathématiques, I^^c serie, t. XX (1861), pp. 707, 
RmU. Oc. Mëttm, PoUrmo, t. XXVI (jO stm. 1908). — StAmpAto il 20 {tbbtA\o \^. 
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alla teoria delle caustiche; è però da lamentare che il relativo lavoro, contenendo soli 
enunciati, per la sua estrema concisione sia riuscito intelligibile soltanto a pochi eletti. 
È anche di pertinenza del Mannheim la prima dimostrazione geometrica [$i] del bel 
teorema di Liouville, secondo cui il prodotto di quantesivogliano inversioni è un'in- 
versione; essa è cosi semplice da essere alla portata anche di chi conosce soltanto k 
geometria di Euclide. 

Altre applicazioni dell'inversione piana s'incontrano in uno degli ultimi lavori del 
Mannheim [177] ^), nel quale egli, servendosi per l'appunto di tale trasformazione, riusci 
a collegare fra loro alcune relazioni segmentarie dovute a Stewart e Chasles, e ad 
aggiungerne altre congeneri non meno eleganti. Della medesima trasformazione si parla 
in una questione che il Mannheim propose nel 1904 sotto il pseudonimo di « Canon » ^^ 
nella quale è segnalato una funzione metrica dell'insieme di due circonferenze, invariante 
rispetto a qualunque inversione ***). Notiamo da ultimo che, quasi mezzo secolo fa ♦'), 
egli ha incidentalmente considerata la trasformazione che muta un punto in un cerchio 
ed una retta in un punto, trasformazione la quale si preferisce oggi di considerare 
come prodotto di una polarità per un'inversione. 

Geometria cinematica. 

È noto che la considerazione del centro d'istantanea rotazione piana condusse 
Chasles ad un metodo generale di costruzione delle normali alle traiettorie descritte 
dai singoli punti d'una figura piana moventesi comunque nel proprio piano. Ora 
Mannheim si propose la bella questione di estendere tale risultato allo spazio; e, gio- 
vandosi del moto elicoidale a cui equivale qualunque movimento infinitesimo di un 
solido, nonché (per usare il linguaggio moderno) del complesso lineare connesso a tale 
movimento (l'uno e l'altro assai noti in Francia sin dal 1843 per merito di Chasles), 
pervenne [41] ad un risultato a cui con ragione impose il nome di teorema fondamen- 
tale e che suona cosi : « Se in un istante qualunque si conducono le normali nei punti 
corrispondenti delle trajettorie dei vari punti di una figura invariabile parallele ad un 
piano fisso, si ottengono infinite rette che incontrano una seconda retta parallela a quel 
piano ». L'utilità di tale proposizione venne subito dal nostro geometra dimostrata appli- 
candola allo smdio del movimento d'un triedro di grandezza costante. Generalizzando 
quella proposizione si vede che, « quando un solido si muove nello spazio, le normali alle 
trajettorie dei suoi punti che incontrano una retta fissa ne tagliano anche una seconda ». 



3®) Cfr. anche alcune osservazioni inserite nella Note del Laisant rdaJtìve aux asyn^toUs et muc 
cercles de courbure [Bulletin de la Société Mathématique de France, t XXDI (llfosX tf* 9S'9tl$ PP- Sfi^* 

3d) L'Intermédiaire des Mathématiciens, t. XI ^ ^)t.J^^UItÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊl^ÊÊ^,Èham, •Jè^m^^^'û 

4°) È il rapporto delle lunghezze delle t 
rianza segnalata dal Mannheim riesce evid' 
golo sotto cui tagliansi i due cerchi 

4<) Troisième solution de la QuêMlk 
(i860), pp. 115-117], PP- 116-117. 
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Donde un mezzo semplice per costruire il piano normale alla trajettoria d'un punto 
qualunque M di un solido il cui movimento è regolato da cinque condizioni : cosi, ad 
es., se cinque punti del solido sono costretti a rimanere su altrettante superficie date, 
in un istante qualunque le normali in quei punti a tali superficie determinano un com- 
plesso lineare ed il cercato piano normale è quello che corrisponde a M rispetto a tale 
complesso ^). Se invece il solido non è soggetto che a quattro condizioni, i suoi punti 
descrivono, non delle linee, ma delle superficie-trajettorie ed in un istante qualunque le 
normali in punti corrispondenti s'appoggiano a due rette fisse *^); proprietà questa straor- 
dinariamente imponante, che il nostro geometra comunicò alla Società filomadca di Parigi 
il 14 luglio 1866 **), ma la cui priorità gli venne contestata dallo Schönemann, che 
sin dal 1855 avevala dimostrata in una memoria presentata da Steiner all'Accademia 
delle Scienze di Berlino *^) : l'indipendenza delle due scoperte essendo fuor di dubbio 
è pienamente legittimo il nome di teorema di Schönemann-Mannheim dato a quella 
proposizione *^). 

La grande fecondità dei germi consegnati nel lavoro [41] ora analizzato risulta 
palese esaminando un'altra memoria [48] di poco posteriore, la quale, presentata all'I- 
stituto di Francia [46], fu oggetto di una lusinghiera relazione firmata da Bertrand, 
Bonnet e Chasles, ben meritato compenso alle lunghe fatiche durate dal Mannheim ; è 
una memoria riboccante di cose nuove ed interessanti, ed il cui stile preciso ed elegante 
prova la padronanza del soggetto da parte dell'autore e la maturità da questi ormai rag- 
giunta. Esordendo egli cita alcune belle frasi scritte da Poinsot nella sua celebre Théo- 
rie nouvelle de la rotation des corps e destinate a mettere in luce i vantaggi del me- 
todo geometrico nello studio delle questioni dinamiche. Dimostra poi con metodo uni- 
forme le proposizioni fondamentali di cinematica enunciate da Chasles in una comu- 
nicazione fatta nel 1843 all'Accademia delle Scienze. Sei condizioni essendo necessarie 
e suflicienti per fissare la posizione di un solido nello spazio, ove non se ne abbiano 
che cinque o quattro^ ogni punto del solido potrà assumere 00' o 00* posizioni, onde 



^^) I particolari della costruzione di detto piano si leggono in una Questione (n° 806) proposta 
dal Mannheim nelle Nouvelles Annales de Mathématiques [II* série, t. VI (1867), p. 188]. 

43) Queste rette sono in generale sghembe; se per eccezione si tagliano, tutte quelle normali 
passano per un punto fisso: per quali movimenti ciò accade? È la Questione n° 553 proposu dal 
Mannheim nel L'Intermédiaire des Mathématiciens [t. II (1895), p. 162] e non ancora risoluta. 

44) La relativa comunicazione {Sur le déplacement d'un corps solide) trovasi riprodotta in seguito 
della Memoria [41]. 

45) Dietro consiglio del Prof. Geiser tale Memoria (JJeher die Construction von Normalen und 
Kormalebenen gewisser krummer Flächen und Linien) venne riprodotta nel tomo XC (1881), pp. 44-48, 
del Journal fìir die reine und angewandte Mathematik, affinché conseguisse la notorietà che erale suu 
sino allora negata. 

4^) In virtù di essa la costruzione della normale in un puato % 

è ricondotta a quella di una retta che passa per un punto e t^ 
in cui queste siano immaginarie coniugate, per eseguire ^ 
ad artifici che il Mannheim ha suggeriti altrove [ixQ. 
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descriverà una trajettoria lineare o superficiale. Ora il Mannheim prova che, se i v 
coli del movimento consistono in passaggi o contatti di curve e superficie per pu 
dati o con linee o superficie fisse, quando si tratti di movimenti infinitesimi le con 
zioni date possono sempre immaginarsi consistere in passaggi per dati punti di sup 
fiele appartenenti al sistema mobile; è cosi condotto allo studio del moto di un soli 
di cui cinque superficie assegnate passano per altrettanti punti fissi e lo compie i 
modo più luminosp e completo, ottenendo una folla di teoremi la cui novità è p 
all'imponanza. Nella 2* Parte del suo lavoro il nostro autore applica la teoria gener 
esposta al movimento di una retta (caso di grande interesse per la teoria delle sup 
fide rigate), di una coppia di piani fra loro invariabilmente legati, di un triedro (e 
speciale riguardo al caso in cui gli spigoli di esso siano la tangente, la binormale e 
normale principale d'una curva gobba) o di una superficie. Due cose vanno ana 
notate; cioè che gli è nel corso di tali ricerche che il Mannheim venne condotto 
introdurre (p. 98) la nozione di normalia (superficie costituita dalle normali condc 
ad una superficie dai vari punti d'una sua linea) e che i cultori della geometria < 
scrittiva troveranno al termine della memoria testé analizzata alcune notevoli costruzi( 
concernenti l'elicoide rigata. 

Come saggi di ulteriori studi del Mannheim sopra questioni cinematiche sono 
considerarsi due comunicazioni [51], [52] da lui fatte all'Istituto di Francia, le quali ce 
tengono i soli enunciati di teoremi scoperti e problemi risolti applicando alcune formi 
allora inedite e che tali dovevano rimanere per lungo tempo *^). 

In seguito egli ha osservato [56] che, quando il moto di un solido è soggetto 
quattro sole condizioni, gli assi di tutti gli spostamenti che esso può subire a pan 
da una posizione qualunque costituiscono una speciale conoide del terz'ordine : è la î 
perfide scoperta da Hamilton (1830) e impropriamente chiamata il cilindroide di Cayl 
o conoide di Plücker, di cui è noto l'intervento in svariate questioni geometriche 
meccaniche e di cui il Mannheim si occupò, a varie riprese, per tutta la sua vita ^ 

Il movimento d'un solido soggetto a sole quattro condizioni, del quale il Maknhe 
ha la gloria di avere iniziato lo studio, forma il tema anche di un altro suo este 
lavoro [91], nel quale giova rilevare anzitutto l'osservazione (cfr. [71]) nuova, ed alle 
di apparenza paradossale, che in qualunque movimento vi sono degli elementi fis 
sono i punti cicìiciy se si tratta d'un moto piano, è il circolo immaginario ali'infiiiì 




47) Cfr. [184], pp. 457-475. 

4®) G)sì egli ha nouto [159J che tale superficie può geDerarsi mediante imbellisse di fonad 
grandezza variabili di cui gli estremi dell'asse minore incontrano due spigoli di un m<:dro iTÌn.tL 
e segante costantemente il terzo spigolo. Più tardi egli stabili geometricamente 
notato F. Michel, se si applica ad una conoide di PlOcker un'inversii 
perficie, si ottiene quella superficie di quart'ordine con retta doppia e 
V atura in un punto di una superfìcie delle sezioni prodotte nella sten 
mente ha proposto [L'Intermédiaire des Mathématiciens, t. XII (1905 
superficie in questione, non come luogo di rette od ellissi, ma e 
pp. 435-441. 
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se si tratta del moto d'un solido. Penetrando poi nell'anima del suo tema, il Mannheim 
dimostra essere un'iperboloide il luogo delle normali alle superficie trajettorie de' punti 
d'una retta qualunque dello spazio e ne trae una nuova dimostrazione (cfr. [72]) del- 
l'esistenza di due rette D, A incontrate dalle normali alle superficie trajettorie di tutti 
i punti di una figura di forma invariabile mobile. L'artificio qui usato di dedurre le 
proprietà relative al moto d'una figura qualsiasi dalle analoghe concernenti una retta, 
viene dal nostro autore applicato più e più volte, assurge quindi alla dignità di metodo 
e mena a conseguenze interessantissime. Lo spazio non concedendoci di riferirle per 
esteso, ci limitiamo ad enunciare le questioni a cui esse si riferiscono: Di qual ordine 
è il luogo dei punti d'un solido le cui trajettorie : a) sono tangenti alle linee asintotiche 
delle superficie trajettorie dei punti stessi; b) osculano le geodetiche delle superficie 
trajettorie ; e) hanno raggio di curvatura nullo ; d) sono tangenti alle linee di curvatura 
delie superficie trajettorie; e) hanno un raggio di curvatura principale infinito;/) hanno 
i loro raggi di curvatura eguali e dello stesso segno oppure di segni contrari? Dalle 
soluzioni si desume l'esistenza di parecchie curve e superficie algebriche collegate a qual- 
siasi movimento di una figura solida : « Les géomètres comprendront, sans que nous 
ayons besoin d'insister, toute l'importance d'un travail qui réunit dans une théorie 
absolument nouvelle, en les déduisant d'un mode uniforme de démonstration, des ré- 
sultats aussi précis et aussi considérables » *®). 

Nella chiusa di tale memoria il Mannheim allude a speciali movimenti pei quali non 
sussistono tutte le proprietà esposte, mentre altre se ne presentano. Ora, ad un note- 
vole moto particolare d'un solido qualsivoglia egli consacrò più tardi un importante 
lavoro [173] ^), nel quale è risoluta la seguente questione: Determinare direttamente 
le condi:^ni affinchè il movimento d'un solido sia tale che qualunque piano ad esso col- 
legato passi per un punto fisso. In tali ipotesi, come osservò il Dar:^oux ^'), quei piani 
inviluppano ciascuno un cono di rotazione; Mannheim aggiunse che gli assi di tali 
coni sono fra loro paralleli e che al mobile è collegato un fascio di piani i cui singoli 
elementi passano per altrettante rette fisse, generatrici d'un cilindro. Il detto movimento, 
se è possibile, può intendersi ottenuto, vuoi facendo muovere un triedro rigido in modo 
che due facce passino ciascuna per una retta fissa e la terza per un punto fisso, vuoi 
combinando il ruzzolamento di un cilindro rotondo sopra un altro di raggio metà con 
una traslazione parallela alla comune direzione degli assi di tali cilindri. Tutte queste 
proposìzìoni postulano la possibilità del movimento in questione; per dimostrarla, l'autore. 



^Gbaslbs si trovano in una bellissima Relazione, letta all'Accademia delle 
»me di ima Commissione di cui gli altri membri erano Bertrand 
séances de TAcadémie des Sciences (Paris), t. LXXVII 
de il lavoro in questione venne pubblicato nel 
' l'Académie des Sciences (Paris). 

» rendus hebdomadaires des séances de 

up. II8-I2I]. 



14 Gl KO LOUA. 



servendosi di uno speciale moto piano, fa \'edere che quando un triedro rìgido sì muo^ 
in modo che due sue facce siano costantemente ungenti a due coni rotondi ad as 
paralleli mentre la terza passa per un punto fìsso, qualsivc^ia piano connesso al trìedi 
passeri per un punto fisso. « La démonstration de Texistence d'un pareQ déplacement i 
osserva finendo il nostro geometra, « ne permet plus de mettre en doute sa possibüiti 
mais elle ne détruit pas cependant un sentiment d'étonnement que légitime son împo 
sibilile apparente » ; perciò sarebbe desiderabile ed utile qualche apparato che servisse a 
illustrarne tutte le circosunze ^. 

D più semplice sistema di forma invariabile è la retta; il movimento di essa (d( 
quale, come vedemmo, il Mannheim erasi incidentalmente occupato in precedenti pul 
blicazioni) diede materia ad un hvoro ([68] ossia [69] e [70]) **), dal quale togliam 
i seguenti enunciati: Le tangenti alle trajettorie dei singoli punti di una retta in un istan 
qualunque costituiscono un paraboloide iperbolico, mentre i relativi piani osculatori intnlui 
pano una superficie di quart' ordine e ter:;ß classe; sulla retta mobile in generale non esis 
alcun punto che sia flesso della corrispondente trajettoria, ma, se ve ne i uno, i piani osa 
latori in punti corrispondenti delle trajettorie di tutti i punti della retta mobile invilu^ 
pano un cilindro; gli assi di curvatura (vedi più avanti) in punti corrispondenti del 
trajettorie dei punti di una retta mobile sono generatrici di una quadrica **); ecc. Fra 
molteplici conseguenze di queste proposizioni limitiamoci a notare la seguente : Se quatt 
punti d'una retta mobile descrivono ciascuno un piano, un quinto punto qualsiasi di es. 
descriverà una conica *^); le infinite coniche analoghe hanno i loro untri su di una rett 
La riferiamo non solo perchè ci sembra notevole e perchè servì di punto di partem 
per importanti indagini dell'HALPHEN ^, ma perchè la si ritrova in un posteriore lavoi 
[164] ^), nel quale il nostro scienziato stabili per via esclusivamente geometrica elemental 
tutte le circostanze di un movimento tale che tutti i punti della figura mobile descrivar 
delle ellissi, giungendo a dimostrare che lo si può ottenere combinando il moto di ni 



A') Della costruzione di tale apparato si occupò il Prof. A. GrOkwald : v. la recente memo] 
Darstfllung der MANNUEiM-DARROUxVcÀfn Umschwungsbewegung eines statren Körpers [Zeitschrift fur N 
thcmatik und Physik, t LIV (1907), pp. 154-220]. 

*3) In un altro [73] egli dimostrò che ai teoremi relativi alle superficie trajettorie dei punti d'u 
retta si possono fame corrispondere altrettanti relatiu alle superfìcie inviluppate dai piani d'un fase 
rigido (cfr. anche [179]). Aggiungiamo qui che della cinematica di un fascio rigido tratta anche ui 
posteriore memoria [81J, che siamo forzati a semplicemente ricordare. 

6^) Che tale superfìcie non sia affatto generale sembra risultare dalla seguente questione indan 
proposta da Mannheim : In qual modo riconoscere se le generatrici d'uno stesso sistema d'imìperi 
Ioide possono essere gli assi di curvatura delle trajettorie dei punti di una retta mobile? [Llnttna 
diaire des MatliCmaticiens, t. Il (1895), p. 162, Question 554J. 

55^ ft Quali sono le relarioni esistenti tra gli archi di tali finee i 
(e sinora invano) il Mannheim. [L'Intermédiaire des Mathen 

^^ Sur le mouvement d'une droite [Bulletin de la $ 

•7) Cfir. I184J, pp. 169.176. 
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zolamento di un cilindro circolare retto sopra un altro di raggio doppio, con una tra- 
slazione parallela all'asse del cilindro. 

Al movimento di una retta si riferisce pure un lavoro del Mannheim di più an- 
äca dau [148], il cui precipuo intento è di stabilire una bella proposizione contenuta 
[iella Nota del Darboux: Une nouvelle définition de la surface des ondes ^) ed 
ilcuni complementi dativi dallo stesso geometra in un corso professato alla Sorbona. Il 
Mannheim suppose, col Darboux, che una retta D muovasi nello spazio con la condi- 
done che tre suoi punti descrivano le facce d'un triedro trirettangolo e dimostrò che 
ssa è costantemente normale ad una (quindi ad 00') superficie suscettibili d'un'elegante 
iefinizione geometrica; incidentalmente ottenne alcune costruzioni e proposizioni bel- 
issime che ci duole di non potere riferire. 

Analogo a tale movimento è quello di una retta D [168], [169]. [170], regolato dalla 
condizione che tre suoi punti a, J, e percorrano altrettante sfere coi centri a, ^^, y sopra 
una retta 0: allora qualunque altro punto / di D percorre pure una sfera col centro 
A in O; e se s'immagina che una fila di sfere coi loro centri in D formino una figura 
rigida mobile con la condizione che tre suoi elementi tocchino altrettante sfere fisse coi 
centri in punti di 0, qualunque altra sfera della fila toccherà sempre un'altra analoga 
sfera. In particolare, se D trovasi all'infinito, quelle sfere divengono piani paralleli ad 
una retta fissa e si conclude che, se tre piani di un fascio rigido si muovono toccando 
:ostantemente tre sfere coi centri sopra una retta 0, qualunque altro piano del fascio toc- 
cherà un'analoga sfera. Da questa curiosa considerazione scaturisce un procedimento per 
dedurre da ogni proposizione concernente la cinematica di una retta un teorema conge- 
nere relativo ad un fascio di piani, passando attraverso ad uno relativo ad una fila di 
sfere. Nell'impossibilità di enumerare tutte le applicazioni fattene dal Mannheim, ci 
basti segnalare la dimostrazione da lui data [179] per l'identità sostanziale delle due 
s^uenti proposizioni : 

5^ quattro punti di una retta percorrono altrettante sfere coi centri in un piano, 
ogni altro punto di quella retta descriverà una sfera analoga. 

Se quattro piani d'un fascio rigido toccano altrettante sfere coi centri in un piano, 
ogni altro piano di quel fascio toccherà una sfera analoga. 

Un'altra figura speciale per semplicità paragonabile alla retta è il diedro rigido; il 
Mannheim ne investigò il moto infinitesimo [loi], dimostrando che in generale esso 
equivale ad una semplice rotazione; ma se, mentre lo spigolo del diedro genera un ele- 
Qdento di superficie gobba, una delle facce ha per caratteristica una retta perpendicolare 
aUo spigolo stesso, lo stesso accadrà per l'altra faccia e quel moto infinitesimo non 
cquivarri che ad una semplice traslazione (cfr. [114]). L'importanza geometrica di questo 
è dimostrata dall'avere il Mannheim ottenuto col suo mezzo [142] l'estensione 



ladaires des séances de TAcadémie des Sciences (Paris), t. XCII 
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allo spazio del teorema di Reaumur che sta a base della teorìa delle evolute oUique^ 
ci sia lecito rìferìme Tenuaciato: È data una superficie sviluppabile; un diedro tip 
si muove con la condizione che il suo spialo ne sia sempre una generatrice e che «mi 
faccia ne sia sempre un piano tangente ; in conseguen:za V altra faccia genera una secm 
superficie sviluppabile, di cui le singole generatrici sono le proje:^ioni ortogonali, sopre 
seconde facce del diedro mobile, degli assi di curvatura della data superficie. 

Ad applicare i concetti ed i metodi della Geometrìa cinematica a figure più o 
plicate delle punteggiate e dei fasci di piani il Nostro fu indotto dalle note rìcerche 
condussero il Visconte de Sparre a rettitìcare un punto essenziale della Théorie \ 
velie de la rotation tTun corps del Poinsot **). Studiando direttamente ed esaurìoi 
mente [145]* [^4^] ^ moto d'un ellissoide col centro fisso che ruzzola sopra un piai 
fisso, egli giunse nel modo più spontaneo alle conclusioni del de Sparre e ad 
che vi si connettono. 

Sopra siffatte questioni ^U è rìtomato [153], [154]? [^S5\ [156] io sonito agli 
inizuti da Cayley ***) e L\rmor ^ rebtivi all'iperboloide rigato deformabile, provoc 
da un bd quesito proposto dal Greenhill il 14 Gennajo 1878 aUa a Senate-House B 
mination » ®) e proseguiti brillantemente in Francia dal Darboux *♦); applicandovi i pi 
cedimenti caratteristici della Geometrìa cinematica egli rìusd a coU^are armonicama 
i risuluti del de Sparre ai celebri teoremi di Ivory sulle quadriche omofocali ®). 

Ricordiamo anche, prìma di volgerci ad altro soggetto, le ricerche fatte dal Ma 
NHEiM, in seguito ad una comunicazione del Resal ^ sul movimento d*un dopf 



^ Car. G. LoRLV Spe;ulU d^êbraiscb* und trans^endânU ebtnt Kurven, TbeorU una Gtsdi 
(Lcipiig 1902), p. 628. 

^) DE Sparre, Sur Ve'-polodu di Poinsot [Comptes rendus hebdonudaires des séances de 
cadémie des Sdences, t. XCIX (2' semestre 1884), pp. 906-909]. 

®*) The Messenger of Mathematics, Series II, VoL Vili (1879X pp. %i'^2\ Tkê coOeçiià 
Vol. XI (1896), pp. 66^7. 

®*) Proceedings of the Cambridge Philosophical Sodety, VoL V (X884X pp. 161-167. 
^3) Eccone lo storico enunciato : Dimostrare cht st un iperboloide ad una faUa i c o s UIm Iì ìè 
articolati nei loro punti d^intirsi^ru, deformandolo si ottieni un ipitboloidé omofocak al 
punto dilla superficie discrivendo una traiettoria ortogonali di tale sistema di ^trboìoutL 
^^) >ur la thicrii di PorNSOT et sur diux mouzements correspondant à la «k%w 
f^xu:,i hrhdoniadaires des stance^ de TAcadémie des Sciences (Paris), L C (i* 
f^ ^;;; ^'>^il: ^^f^'' ^ mcuvement d'un corps pesant di revolution, ßxe far nm poine àe mm mm 
* f.i f%* vrnr%ìrc 1885), pp. 11-17, II$-H9J; Sur diverses propositions rtlttthfes ém 
t^/HjU tàut/yuf d'un point fixe [Ibid., t. CI (2* semestre 1885X pp. 199-205]. 

**, ?/4 'j.'ttr ricerche sullìperboloide articolato il Mannheim fu coodoQo [165 1 
/«v'*/- .'V ,; "ili'.-.r : Due ^ei^menti p, q di lun^he^e costanti ruotano im mm pimm tjîmmt «i 
UH^'..i tjr^'*- '4 in if nil opposti: il luci^o i^ecrnetricc del centro m del segmento p f è uH^âBbm i ai 
îM citi/y^H^ U hiulirUi dell'angolo poq ed in ^r andina op ±i oq. Tale teorema (ésmammaÊm m 
di UjsSHiiiif A 4 ;,4i( fiij del (Avirs de Giomitrie èlimentaire par F. CM.) 
all*t t.'.Ki'^ c< •••.•f, fU Mjfvatura dell'evoluta dell'ellisse. 

''^/ i'i^4^ 'lu mhuvrmrnl d'un double cone paraissant remonter, quoiftê 
iixnìxywò fiv:^ /^- h'UrtHAiUitv^ des séances de TAcodémic des Sdences C^aÉlii %.d I 




L OPERA GEOMETRICA DI A. MANNHEIM. I7 

10 vincolato da varie condizioni [171], [172] ed i notevoli contributi da lui dati [200] 
5 indagini di R. Bricard ^) sull'ottaedro articolato; e giova rilevare come ivi gli 
jiranti a proseguire nella via spianata dal nostro autore leggeranno gli enunciati di 
la una serie di questioni importanti e tuttora irresolute concernenti il movimento 
m triangolo rigido. 

Chiuderemo questa rassegna dei lavori cinematici del Mannheim segnalando le di- 
istrazioni elementarissime da lui date [150], [205] per le proprietà caratteristiche dei 
d sistemi articolati dell'HART e del Kempe ^^) e [90] ®^) per le due seguenti elegan- 
rime proposizioni (di cui la prima appartiene a Sylvester), entrambe collegate alla 
■ria degli « inversori » : 

1. Se ab ed h un quadrilatero articolato tale che ab = adj bc = ed e se lo si de- 
ma tenendo fissi i vertiei a, d, un punto m invariabilmente connesso al lato b e descri- 
fa una podaria di conica. 

n. Quando un quadrilatero articolato scaleno agmd ha le diagonali ag^ md fra 
ìfo perpendicolari e lo si deforma in modo che il vertice a descriva una circonferenza e 
^ i vertici g, d descrivano due circonferenze aventi per comune centro un punto di m a, 
\vtrtice libero m descriverà una quartica anallagmatica. 

Geometria infinitesimale. 

\ Mentre la geometria infinitesimale trattata col sussidio delle coordinate, è intima- 
rote legata al formalismo leibniziano del calcolo sublime, la trattazione sintetica di 
ti nobilissimo ramo dello scibile matematico è, e sembra dovere sempre rimanere, 
lissolubilmente connessa alla concezione newtoniana del calcolo stesso; che Tinvesti- 
ione delle qualità più riposte delle curve e delle superficie si direbbe non potere 
we effettuata geometricamente che da chi ne studia la genesi per mezzo di enti più 
iplid (punti, rette, piani) variabili con legge determinata. Ninna meraviglia, pertanto, 
i lavori di cui ora imprendiamo l'analisi siano cosi strettamente avvinti a quelli dianzi 
corsi che il separameli, come noi facciamo, sia da ritenersi per un semplice artificio 
ositivo analogo a quello che fa considerare separatamente causa da effetto, teoria da 
dìcazione. 

Qeometrìa piana, — Una curva piana qualunque r si può notoriamente rappresentare 
idìante un'equazione /(r, 5) = o fra il suo raggio di curvatura r in un punto qua- 
Ique P e la lunghezza s del suo arco compreso fra P ed un punto fisso di F : è 
Ibto il sistema di coordinate che sta a base della Geometria intrìnseca. Ora se s'inter- 
tetano r, s come coordinate canesiane ortogonali d'un punto del piano, l'equazione 
^^ 5) = o rappresenta una curva A, tale che [cor '^ Mannheim [15] ^**)] 



I ^7) Mémoire sur la théorie de Voctaèdre arHm "^ées, 

^jérie, t. Ili (1897), pp. II 3-148]. Vedi in p« 

•*) Cfr. [152], pp. 216-222. 
^ •») Cfr. [184], pp. 6 e 76-81. 

y*) Cfr. [184], pp. 500-510. 

[ Mmi. Gre. M^Um. PmUrmo, t. XXVÌ (é^ m» 
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se si fa ruzzdare r sopra una retta f e per ogni posizione si costruisce il centro di 
curvatura di r nel corrispondente punto di contatto, il luogo dei punti risultanti, rispetto 
ad un sistema cartesiano di cui f sia un asse, ha appunto per equazione /(r, 5) = 0. 
U Mannheim ha ins^nato a costruirne la tangente in un punto qualunque ed otte> 
nerne per via geometrica la rettificazione e h quadratura, ed ha faao vedere come essa 
guidasse alla scoperà di elianti proprietà ^') di parecchie curve speciali (spirale loga- 
rìtmica, curve cicliche, catenaria e [97] spirali sinusoidi). Uoriginaliti e fecondità di sif- 
fatto considerazione consigliarono E. Wólffixg '") a chiamare A la curva di Mannheui 
della r, proposta assennatissima che venne generalmente accettata ^^. 

Non sono questi gli unici frutti che il Nostro abbia raccolti dal considerare ü 
moto di ruzzolamento di una curva sopra una retta. Infatti ^*) E. Catalan, appunto 
per incarico del suo antico discepolo, comunicò alla Società filomatica di Parigi la se- 
guente proposizione: Quando una curva piana V ru:;^ola sopra una retta fissa, un punto 
qualunque M colhgato a T descrive una curva di lungbe^a eguale alla podaria di M 
rispetto a F stessa. Pubblicata nel giornale cL'Instimt» del 25 febbrajo 1858, assieme 
a svariate cons^uenze, attrasse subito Tanenzione d'un altro eminente cultore della 
geometria cinematico-infinitesimale, il Lamarle, il quale si affrettò a dimostrarla e gene- 
ralizzarla ^^). D'altronde essa venne incontrata, circa nello stesso tempo, da P. Serret ^ 
e prima di tutti era stata scoperta da Steiner ^, nel corso delle sue famose ricerche 
sui baricentri di curvatura delle linee piane; onde il Mannheim, con Tonestà che lo di- 
stingueva nella vita scientìfica come nella viu privata, propose designarla col nome di 
teorema di Steiner. Quali e quante notevoli generalizzazioni egli ne abbia date noi di- 
remmo se la tirannia dello spazio non lo vietasse; non solo egli suppose che il 
punto Af, che interviene nel relativo enunciato, fosse per proprio conto animato da un 
movimento qualunque, ma estese le proprie considerazioni alla sfera ed allo spazio. 
Le proposizioni ottenute concernono il paragone e le misure di archi di curve e chi 
volesse dimostrarle col sussidio dell'analisi dovrd)be riconoscere di trovarsi alle prese con 
un genere di questioni in cui questa è vinu dalla sua etema rivale. E va notato che 
l'edifido veramente grandioso ereno dal Mannheim poggia sopra una semplice formala, 
h quale di, sono forma finita, il rapporto dei cammini elementari descritti dagli estremi 



7') Vedi Loria, loco citato 57), pp. 453, 471-472, 491, 501-502, 577. 

7») Cher Pseudotrocboiden [Zeitschrift fïir Mathematik und Ph^-sik, Bd. XLIV (1899X pp. Xf^-l^ 

73) Cfr. H. WiELETrNER, Ober eine Veraügemeinening des Begriffes der MAìiHUmM*SCbm Am 

[Mathematisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen (Stuttgart), Ser. II, Bd. IX, Heft I (Mirs t^% 
pp. 1-9]. P. Ernst, Ein Analogon lur Mjmììkeuì' sehen Kurve [Monatshefte fiir Mathematik und Ffafli^ 
Bd. XVIII (1907), pp. 315-316J. 

74) Per ciò che segue vedi la memoria [30] riprodotu in [184], pp. 511-530. 

75) Sur un théorème relatif à la théorie d^s roulettes [Bulletins de la classe des Sckoœs d» FAo 
demie Royale de Belgique, II* série, t. IV (1858), pp. 239-248J. 

7^ Théorème sur les roulettes [Nouvelles Annales de Mathématiques, I*« séti^ t. |) 

pp. 341-342J. 

77) GesammeUe Werke, Bd. II (Berlin 1882), p. loi. 
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I'una retta, forinola che, mentre abilita a risolvere altre questioni ancor più generali, 
^ida a nuove proprietà di curve speciali. 

Del resto non è questo il più antico contributo che egli abbia dato alla trattazione 
sintetica di elevate questioni di Calcolo integrale ; giacché prima la lettura del Théoritfu 
mr ks arcs des lignes apìanétiques di W. Roberts ^®) avevalo condotto [26] ^^ ad os- 
servare come una qualunque delle curve ivi considerate (cioè rappresentabile in coordi- 
nate polari r, (ù mediante un'equazione del tipo r* — 2rü-f-a = o, ove Û è una data 
funzione di a») è Tanallagmatica inviluppata dagli 00' cerchi ortogonali ad un cerchio 
fisso ed aventi i loro centri sopra Tantipodaria dell'origine rispetto alla curva r = Û. 
Tale circostanza venne da lui sfruttata per trasformare e stabilire geometricamente al- 
cune formole di rettificazione scoperte dal Roberts e dedurre una bellissima proprietà 
dallo stesso avvertita nelle ovali di Descartes. Si nod anche che, nello stesso lavoro, il 
Mannheim ha introdotta la considerazione di una nuova curva connessa ad una data curva 
T; è rin\'iluppo I dei cerchi che hanno i loro centri su r e per raggi i relativi raggi 
di curvatura, ed ha dimostrato che ogni arco di r è uguale alla differenza dei due cor- 
rispondenti archi di I. Egli ha poi estese alla sfera le considerazioni testé compendiate 
e ne ha dedotta una bella proprietà dell'ellisse sferica, che, tenendo conto di una esten- 
sione posteriore (v. [50], p. 228 nota), suona cosi : Da tutti i punti d'un' ellisse sferica 
come poli si descrivano dei circoli massimi i cui raggi sferici abbiano i seni proporzionali 
ai seni delle distante dei loro poli da un fuoco di quell'ellisse : gli archi corrispondenti 
del loro inviluppo avranno differenT^e esprimibili mediante archi di circoli. 

Considerazioni della stessa natura si ritrovano in altro lavoro [97] ^) dedicato 
alle curve oggi chiamate spirali sinusoidi ed a quelle generate dal polo di una di esse, 
quando la spirale ruzzola sopra una retta ; lavoro che, dovendo ascriversi alla categoria 
delle opere minori del Mannheim, non può ricevere qui più di un cenno fugace. 

A tali ricerche di Calcolo integrale sintetico ne fanno riscontro altre di Calcolo dif- 
feren:^iale sintetico, le quali, benché abbiano portata assai minore delle altre, non meri- 
tano di essere condannate all'ostracismo della nostra analisi. 

Quelle di più antica data si connettono alle immortali proposizioni di Poncelet 
sopra i poligoni inscritti e circoscritti alle coniche e concernono gli «-goni semplici i 
cui lati toccano date curve e di cui w — i vertici appanengono a linee assegnate; per 
determinare la tangente in un punto arbitrario del luogo del vertice libero d'un tale 
poligono, il Mannheim esumò una formola di Newton che leggesi nell'introduzione 
al Tractatus de quadratura curvarum ®') e ne dedusse due teoremi generali, la cui fe- 
conditi fu da lui stesso dimostrata traendone elegantissime nuove proprietà delle curve 
del 2° e del 3® ordine e risolvendo ®*) il seguente bel problema: Un poligono si muove 



78) Journal de Mathématiques pures et appliquées, U« série, t. XV (1850), pp. 194-196. 

73) Cfr. [184], pp. 81.93. 

8^ Cfr. [184], pp. 530-532. 

«') Cfr. [152], p. 210. 

S3) In uxu comunicazione fatta alla Società filomadca di Parigi il 5 maggio i86a 
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nel proprio piano conservandosi simile a sh stesso; si conoscono i centri di curvatura^ 
tanto della curva inviluppata da un suo lato, quanto delle curve descritte dagli estremi 
dello stesso; determinare i centri di curvatura in un punto qualunque della linea descritta 
da un altro vertice od inviluppata da un altro lato del poligono. 

Soltanto novità di metodo offre una breve Nota [29] in cui giungesi, per altra via, 
ad una costruzione che Poncelet aveva dedotta dal ben noto metodo delle tangenti del 
RoBERVAL. Aggiungiamo che il Mannheim ritornò trentaquattro anni più tardi sulla 
medesima questione [208], per segnalare altre due costruzioni analoghe (una delle quali 
già da lui esposta [152], p. 381), applicabili quando, per la disposizione dei dati, la 
prima cessa di esserlo; a tale proposito egli osserva che, i lavori geometrografici del 
Lemoine lasciando intatta la questione deirapplicabilità delle soluzioni, torna della mas- 
sima importanza averne a propria disposizione parecchie, da usare a seconda delle cir- 
costanze. 

In altro lavoro [51] (che, benché di aspetto modesto, ottenne il più lusinghiero 
giudizio da parte di Poncelet) ®^), mediante un'ingegnosa applicazione del teorema di 
Carnot, il Mannheim giunge alla seguente proposizione nuova ed elegante: Siano 5, 
C due punti di una curva del ter^^ordine, A il punto in cui si tagliano le relative tan- 
genti, h il ter:^o punto comune alla curva ed alla retta BCj e D il punto in cui questa 
retta Ï incontrata dalla congiungente delle terxe intersezioni della data curva con le tan- 
genti ABj AC; allora il rapporto dei raggi di curvatura di tale curva in B, C k dato da 

Ä~B\cD.Bb 

AC.BD.Zh 

Quando la cubica si spezza in una retta ed una conica, si ricade in una proprietà 
delle coniche, di cui già parlammo nel Cap. prec. 

Un più recente lavoro semianonimo [120] del Nostro, pur non avendo che il mo- 
desto scopo di mostrare sopra un esempio la natura e la fecondità della Geometria ci- 
nematica, contiene qualche utile osservazione sulle asteroidi ^). In altro [166] gli stessi 
metodi conducono ad una nuova soluzione di una questione già trattata dal Laisant 
in una comunicazione fatta alla Società matematica di Francia il 18 luglio 1888. Essi 
permisero poi un esauriente studio [161] dell'inviluppo della congiungente due punti 
mobili su di un cerchio con velocità una doppia dell'altra, e diedero eleganti costru- 
zioni per la tangente all'ovale di Cassini [176], la normale alla fibre moyenne [206] 
ed i centri di curvatura dell'evoluta dell'ellisse [162] ^) e della concoide di Nicomede ^J. 

Sopra tutti questi emerge un congenere lavoro [160] ®^), nel quale il Mannheim, 
riprendendo da altro punto di vista il tema d'un suo lavoro giovanile [24], applicò i 



83) Applications d'Analyse et de Géométrie, t. II (Paris, 1864), p. 117. 

®*) Cfr. Loria, opera ciuta ^7), p. 651. 

®5) Cfr. anche [152], pp. 201-203 e [184J, p. 21. 

®®) L'Intermédiaire des Mathématiciens, t II (1895), p. 224. 

87) Cfr. [184], pp. 66-74. 
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procedimenti a lui diletti allo studio delle caustiche piane, nell'ipotesi più generale in 
cui i raggi luminosi, invece di emanare da un punto, inviluppano una curva qualsivoglia. 
Anzitutto egli espose una notevole costruzione del punto di contatto d'un qualunque 
raggio rifratto col proprio inviluppo e ne desunse una relazione fra gli angoli d'inci- 
denza e di rifrazione, l'indice di rifrazione, il raggio di curvatura in un punto della 
curva rifrangente e le lunghezze dei corrispondenti raggi incidente e rifratto; tale re- 
lazione porge la costruzione del centro di curvatura della caustica ed una formola che 
lega i raggi di curvatura in punti corrispondenti delle tre curve considerate (cioè curva 
rifrangente ed inviluppi dei raggi incidenti e rifratti). Non bastano questi pochi cenni 
a provare come anche la teoria delle caustiche sia debitrice all'infaticabile geometra di 
cui ci occupiamo di un notevole perfezionamento, anzi di un reale progresso ? 

Geometria dello spazio, — In un suo ben noto lavoro, Steiner ^^) ha ricorso ad un 
movimento infinitesimo per determinare il numero delle normali che possono condursi 
ad una curva piana algebrica da un punto qualunque del suo piano. Tale artificio logico 
fu esteso allo spazio da F. August ®®) ed il Mannheim se ne servi [49] per determi- 
nare 1^ distribuzione nello spazio delle normali ad una superficie algebrica ; ma, avendo 
egli ragionato esclusivamente sopra superficie generali ne' loro ordini e sopra curve 
intersezioni complete di superficie, le proposizioni di geometria numerativa a cui pervenne 
hanno portata minore di quella posseduta dalle congeneri a cui giunsero G. Darboux ^) 
e R. Sturm *'). Nell'ipotesi che la superficie considerata sia di second'ordine [53] la 
stessa procedura conduce in modo uniforme ad un gruppo di teoremi sulle normali alle 
quadriche, alcuni dovuti a Desboves e Laguerre, ma in parte nuovi. Siaci lecito essere 
brevi su tali lavori che appajono scoloriti a paragone di altri che attualmente ci attrag- 
gono. 

È noto che si chiama asse di curvatura d^una linea sghemba l'intersezione di due 
suoi piani normali consecutivi; il Mannheim propose [58] ^) di chiamare asse di 
curvatura d'una superficie sviluppabile l'intersezione del piano normale alla superficie 
condotto per una generatrice con l'analogo relativo alla generatrice consecutiva. Ricor- 



**) Gesammelte Werke, Bd. II (Berlin 1882) pp. 621-637. 

®ö) Geometrische Betrachtung der Normalen, welche sich von einem beliebigen Punkte auf eine alge- 
braische Flache fällen lassen [Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. LXVIII (1868), 
pp. 243-245]. 

ö**) Sur la surface des centres de courbure d*une surface algébrique [Comptes rendus hebdomadaires 
des séances de TAcadémie des Sciences (Paris), t. LXX (i««" semestre 1870), pp. 1328-13 3 3]. 

Ö*) Veber Fusspunkts-Curven und- Flächen, Normalen und Normalebenen [Mathematische Annalen, 
Bd. VI (1873), pp. 241-263] ; Ueber Normalen an algebraische Flächen [Ibid., Bd. VII (1874), pp. 567-582] ; 
Zur Theorie der algebraischen Flächen [Ibid., Bd. IX (1876), pp. 573-575]. 

ö*) Cfr. la comunicazione preliminare [47]. Allo stesso periodo appartiene una breve Nota [71] 
contenente la dimostrazione geometrica della proposizione seguente : Se a partire da un punto a d'una 
superficie (^, si tracciano su questa due curve aventi ivi un contatto d'ordine n, le normali di (^A) aventi 
per direttrici quelle curve hanno fra loro un contatto dell'ordine n-^- i nei centri principali di curvatura 
di (Ä) situati sopra la normale in a a tale superficie. 



22 GINOLOKIA. 

diamo pure che Monge introdusse la considerazione dell'inviluppo dei inani normaK 
d'una curva sghemba, a cui diede il nome di superficie polare della dau curva o della 
corrispondente sviluppabile. Ora Mannheim ha osservato che la superficie polare di 
luogo ad una nuova superficie analoga, da lui chiamau seconda superficie polare, e chc^ 
potendosi tale considerazione ripetersi indefinitamente, nasce tutta una serie di superficie 
polari successive ^). Inoltre, egli propose di enunciare come s^ue il teorema di 
Meuskier : a quando due curve tracciate su una superficie hanno fra loro un contatto 
di primo ordine nel punto a, i loro assi di curvatura uscenti da tale punto passano 
per uno stesso punto »; la convenienza di quesu nuova forma appare evidente conside- 
rando che guida alla seguente generalizzazione del teorema di Meusnier : quando dui 
curve trauiate sopra una superficie hanno fra loro nel punto a un contatto dell'ordine n, le 
loro (« — i)"" superficie polari hanno ivi per assi di curvatura due rette passanti per uno 
stesso punto •♦). 

Altri contributi dati da Mannheim alla teoria della curvatura delle superficie [59]: 
Sia a un punto d'una superficie {S); A h corrispondente normale; b e e i centri di 
curvatura di (5) posti su ^; JB e C le normali in i, e alle due falde (fi),(C) dell'evo- 
Ulta di (S) ^); su JB stanno due centri di curvatura dj e di (5) e su C due g, b à 
(C); siano Z), £", G, H le corrispondenti normali della seconda evoluta di (5); si chia- 
niino d'j e' i punti in cui C è ugliau dai piani (ß, D), (JB, £), e ^' la ungente 
coiijugau di A relativamente alla superficie (£); analoghi significati abbiano le lettere 
A'% g\ V: le rette A\ A'\ JB, C, dd\ ee\ gg\ hh' appanengono allo stesso para- 
boloide ^. Ë questa una superficie importantissima, che s'incontra in molti lavori 
di Mannheim sotto il nome assai appropriato di paraboloide delle otto rette ^. Fra le 
(iiicstioni di cui esso porge la soluzione citiamo a mo' d'esempio la seguente: dati gH 
assi di curvatura in un punto a di una superficie (5) delle linu di curvatura passanti 
hf.r //, nonché i piani delle relative sezioni principali dell'evoluta di (S), determinare i 
iftitri di curvatura principali di questa superficie, 

\x surriferite nozioni, combinate ai risultati di un precedente lavoro cinematico 
|.|HL posero in grado il Nostro di schizzare [60] una teoria geometrica della curvatura 
(Mie bupcrficie. Non pago di ciò, subito dopo, dedicò un importante lavoro [61] ai 
HititMtti delle superficie, teoria che, dopo Dupin, era rimasta stazionaria. Ora, se si pro- 
uruiic nell'ordine delle idee in cui si aggirò questo celebre geometra, si è indotti a con- 



ni) Converrebbe determinare le equazioni di tali superficie, supponendo nota la rappresentazione 
AHilMtki deUa sviluppabile considerata. 
M) Cfr. [15»], pp. 938-330. 

M) ManNHIIM ha poi chiamate B, C rette ài curvatura relative al punto a di (5), ÊLCcndo notare 
•4ÌOO fpMto vantaggiosamente surrogare Tindicatrìce di Dupin. 
!• tm COPOKf l'equazione ? Venne già studiato il sistema degli 00' analoghi paraboloidi re- 
■ll ik VM ttetta superficie ? 
fMM| aA et* la Memoria [99J, ove, fra l'altro, si leggono altre due definizioni della stessa 
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siderare, invece della solita conica indicatrice, una serie di curve di ordini costantemente 
crescenti ; Mannheim propose di considerare invece le già definite rette di curvatura, il 
cui insieme costituiva ai suoi occhi l'elemento analogo nello spazio al centro di curva- 
tura delle linee piane. Per porre in luce l'utilità di siffatta considerazione notiamo anzi- 
tutto che egli col mezzo di essa dimostrò che la proposizione seguente, stabilita dal 
DupiN per » = 3, sussiste eziandio per n = 4 : Se le sfj^ioni prodotte da n piani arbi- 
trari condotti per un punto a comune a due superficie, hanno ivi un contatto d'ordine 
n — I, /o stesso accadrà per qualunque altro piano condotto per a ^). Aggiungiamo 
altri risultati che essa diede nelle mani del Mannheim: È una conica il luogo dei un- 
tri di curvatura in un punto a di una superficie (S) delle evolute delle se:^ioni pro- 
dotte in questa da piani per una delle tangenti di (S) in a. Due superficie (S), (S'), 
hanno fra di loro un contatto di ter:(ordine in un punto comune a se le falde delle loro 
evolute sono fra loro osculatrici ne' punti corrispondenti ad û, oppure se le loro linee di 
curvatura incrociate in a hanno ivi un contatto di tert^ordine. Ecc. 

La teoria della curvatura delle superficie essendo in ultima analisi lo studio del 
sistema costituito dalle sue 00' normali, è naturale che il Mannheim sia stato condotto, 
dalle investigazioni di cui indicammo testé alcuni risultati, ad occuparsi dei sistemi di 
rette doppiamente infiniti, a cui il Kummer nel 1859 aveva dato forma definitiva con 
una classica memoria, che una traduzione francese del Dewulf aveva resa conosciuds- 
sima in^ Francia ^). Ed in alcune comunicazioni fatte alla Società filomatica nelle se- 
dute del 2 e del 23 aprile e del 7 maggio 1864 indicò a grandi linee un metodo per 
trattarla geometricamente '°®). A base di esso stanno alcuni nuovi concetti che, con- 
venientemente estesi, vennero tosto inseriti ed applicati da J. de la Gourniere nell'ul- 
l'ultimo volume del suo ben noto Traité de Géométrie descriptive e che ritrovansi nel 
§ I d'una elaborata Memoria ([64]; cfr. [50]) meritevole d'un cenno non fugace da 
parte nostra. 

Sia G una generatrice qualunque di una superficie rigata, un punto fisso di G 
e co il relativo piano tangente; si chiami y la distanza di da un punto qualunque a 
di G, ed Y l'angolo che il corrispondente piano tangente forma con w. In virtù di un 
noto teorema di Chasles sussisterà una relazione della forma }'.tgF+>}-f"ì^"^ F=o, 
ossia, se si pone x = -^, ^ + >.x + [/. = o. Ora, se in questa relazione si conside- 
rano Xj y come coordinate cartesiane ortogonali di un punto di un piano a passante 
per G, essa rappresenta una retta a cui il Mannheim pose il nome di retta ausiliare; 
se si osserva che, condotta dal punto a nel piano a la retta perpendicolare a G e det- 
une a' l'intersezione col piano ausiliare, si ha F = ang a a\ si vedrà che la retta au- 



0®) Questa ipotetica proposizione venne già dimostrata in generale ? 

00) Nouvelles Annales de Mathématiques: 1ère série, t. XIX (i860), pp. 362-371; t. XX (1861), 
pp. 72-76, 255-260, 359-365. II*«e série, t. I (1862), pp. 31-41, 82-102. 

***®) È noto che a Möpiüs appartiene un metodo anteriore (1862) per conseguire il medesimo 
scopo; esso differisce da quello del Mannheim, a cui sembra essere rimasto ignoto. 
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s£22Tt porge Ez^Vr^agipc georoesìca sssai e sp re ssi i ceTmer^yrVrnra fra i punti di 
G ce i a>rnspoaÌ£=d pian: tmgentL E Xoscro se œ è gic-rzc per sobìKrc le più es- 
ser.7Ì2'ì proprici ûcLc ligaac e risclvcrc i relativi probìcxnL Se (5 H)* invece di consi- 
oerare k soie rese C'izia rigata, s consiera mi KSia'ì i taìe dae e vJivTrna (retta) sia 
ûesencicata da ci: soo pono > ([^4}. p. i2i\ oejsi <ìfii i f i iu> r óeì wniu ne ha 00' 
TT^Tirramnae \üac je cua2 cc>sdrnisccmo un penndlc Ji ^J^, e: cui il Mannheim 
insegna la rappresesìazicQe "*) sopra un ccrchSo passante per fbcchi iS r e di cui ri- 
rrara k proprietà foaiaznentaa dovnse a Malus, C Stumc Hamilton e Kummer, ag- 
giungenÀnme ci noovc "^ Szppooenio frnalTTìmTe (\ DI) die k rette considerate 
siano narra": a£ una siessa super£ck si cckne un noto ec imrcinantìsszmo sistema 
ci Tig^ k cui rigale sodo k normale icila erra scperüe: appfvnpd<yri b precedente 
teoria generak appaxTno soco nuora luce i teoremi suLa cu r % - a:ura vklk superficie sco 
peni da Monge, Dupin, Bethund Bonnet, Joachimsthau Catalan, fj%M\»T.F, Ga- 
BETT. PlCAXT, DE Là GouTtNEUE e SC ne ocscngono ahri: fra i mxm risultati dtiamo 
la dîmostrazkvne dîretra ü una beila redazione dbc i Mannheim altrove [39] aveva de- 
dotta daEa cektre formoa di Elxero. k proprietà [117] ici pcsaeljo di raggi pdare 
di un dato "^ ed fl seguente utik ed ekgantc leoe eii ^a : 5r JLb pmw£ amÈrali delle su- 
perßae elementari ^um pennella di raffi si {emJmcemc le so^miit s Uh smperfide, si ot- 
tengjno le fenerjtrid d^uma ccncide di Plückee. 

I medesimi concerti condussero [(^y'] 3 Nostro ad unlmportaiKe relazione scoperta 
da Beityand fra k posizìoci ieìk concali condocre ad uiu sci^erfide dagH estremi 
di due archi inßcitesimi eguali usccnri dal oederôno punto d^um superfide. e gli per- 
misero (T^^: cfr. \^2^ di trattare con metodo prenamcc» geccxtrioo la oekhre que- 
stione (che il Saint-Venant aveva proposto ed Ü BErnL\Ni> ha per primo risoìuto) se 
dee curve possano avere a cociune C sistema ccìk normaj prindpaS. Cosi eglL non 
sok pcrvcimc aSa xKXa relazione caratteristica 

— + — = ^ 



tang T r f 



fra b flessione I — ) ^ ^ torsione l-j-l di una curra di Bextrand "^ ma stahiB 



^^^ Esnoir. — Z>^:f iu jxrcHl-v '.r, iF. ri .v«iw ü ■« fucr Ìì-a* ^ su ìrxrcerìjU j se- 
isrà as i. r : .--e T TìxSrrzizx^vt iti A-r^-fc«irci: tix lam^ewàè, $4 i^J ii /i rm:tsn ^Ê/nL^ ^^svtrsûit 
xai »m: ii z. D ftmf£ x% ^^e■rZ^ i ns ficchi f. . •', r.-«o«r i: f '* : t'iit£ rht ir ^iär x/. . «/. some tath 

•'* Ir £i.=Lt 'zz'' Gz t 7r>rir~.irte ::el corse ^ tiH ricerche cbi H M^xxheqi fa condotto 
2 croctTcr li ì^rur^f r:ii:si3i'*- eh* — *--^s — :::::" cri inselliti : Cc^u si fv^ rimrjrr wêu cmfvs fcbha 
i£d Ä. ÎC i» rxu j»sCw' n r'-ixr w. : iw •'i^p i: cx^tìat^ ^rr-a»: /^i ir-*" uu iüi rnc^<«r? [LTn- 
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le seguenti nuove relazioni 

f r = — ^ , ( I —] ( I -}- — I = cos* a 

' sen* X ' V P / V ' P. / 

che passano fra le prime e le seconde curvature in punti corrispondenti di due curve 
aventi le stesse normali principali; fra gli altri risultati conseguiti dal nostro geometra 
notiamo la costanza da lui avvertita del birapporto formato dai due punti in cui due 
curve di Bertrand sono incontrate da una comune normale principale e dai corrispon- 
denti centri di prima curvatura. Più tardi egli ritornò sopra tali curve per segnalarne 
nuove proprietà [104] e per indicare [149] una costruzione elegante che serve a dedurre, 
l'uno dall'altro, i centri delle sfere osculatrici in due punti corrispondenti di due curve 
aventi le stesse normali principali. Il valore di tutti questi risultati sembraci tale da e- 
sigere che i futuri espositori della geometria differenziale ne tengano maggior conto di 
quanto abbiano fatto sino ad ora. 

Dopo questa digressione, torniamo alla teoria della curvatura delle superficie, per 
segnalare la seguente notevolissima formola, scoperta dal Mannheim [79], che lega i 
raggi principali di curvatura r^, r^; ^^ , t^ delle due falde (JB), (C) dell'evoluta d'una su- 
perficie (S) nei punti i, e in cui essa è toccata dalla normale A di (S) in un suo punto 
qualunque a, ai raggi principali di curvatura i?^, R^ di (S) in a: 

4(iì. - RJ + (r, - rXt^ - O sen 2 ß. sen 2 y = o, 
ove ß, Y sono gli angoli che la normale A forma con gli assi focali delle indicatrici 
in bj e risp. di (JB), (C). 

Degne di menzione ci sembrano anche le soluzioni date dal Mannheim [77], [78] '***) 
pei seguenti problemi: 

I. Dati i piani delle sezioni principali di una superficie (S) in un suo punto a e, 
sulla corrispondente normale Ay i relativi centri principali di curvatura, costruire il centro di 
curvatura in a delV inter scinone di (S) con un piano condotto arbitrariamente per a. 

n. Si projetti ortogonalmente una superficie (S) su di un piano e si chiami a' la 
proja^one di un punto a; costruire per la professione del contorno apparente il raggio 
di curvatura r in a' supponendo noti i raggi principali di curvatura R^ , R^ di (S) in a. 

Riguardo alla soluzione del 1° va segnalata la sua indipendeifza dai teoremi di 

Meusnier ed Eulero e riguardo a quella del IP che essa guida spontaneamente alla 

bella relazione 

r z=i R^ sen' 6) -f- R^ cos'w, 

(u essendo l'angolo che l'asse focale dell'indicatrice di (S) nel punto considerato fa col 
piano di projezione. 

Si connettono a questi altri lavori [82], [96] '°®) in cui in due differenti modi è 
costruita la sfera osculatrice in un punto dell'intersezione di due superficie : una di tali 
costruzioni ha per fondamento la suesposta generalizzazione del teorema di Meusnier, 



'«'S) cfr. [152], pp. 301, 321.322. 
»^ Cfr. [152], pp. 330-331. 

Rtmi. Gre. MaUm. PsUrmo, t. XXVI (»o semestre xjO«). —Stampalo il li {ebbra\o 190^. 
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mentre Taltra esige sappiasi costruire il centro di curvatura dell'evoluta della sezione 
prodotta in una superficie da un piano qualunque '^. Altrettanto nuove, forse meno 
importanti, ma per fermo più difiBdli, sono le congeneri questioni di cui leggonsi delle 
soluzioni el^nti in altri scrìtti del Mannheim, [84], [85], sui quali a malincuore 
sorvoliamo. Come corollario di una di tali soluzioni egli ha ottenuto [86] per via geo- 
metrica questo bel teorema del Ribaucour : iì raggia di curvatura geodetica in un punto 
di una linea di curvatura geodetica costante d'una superficie è eguale a — del raggio di 
curvatura geodetica della Scipione piana ivi tangente ed iperosculata da un cerchio '°®). E 
va notato che tale teorema, essendo stato poi dedotto dal Laguerre da un'antica for- 
mola da lui prima scoperu *°®), al Mannheim punse vaghezza di mostrare [93] come a 
tale forinola guidassero anche i propri metodi d'indagine. 

Le rette normali ad una superficie essendo normali a tutto un sistema di superficie 
fra loro parallele^ il Mannheim venne spontaneamente trascinato ad occuparsi della cor- 
rispondenza per parallelismo di due superficie qualunque [133]; e sopra un tema che 
pote\*a annoverarsi fra quelli esauriti scrisse una memoria che riscosse l'unanime plauso 
deUa Sodeti matematica di Londra, a cui venne presenuta. GU fu dato di cogliere tali 
nuo\*i allori, non solo servendosi delle risultanze di precedenti suoi scritti [68], [91], ma 
anche introducendo le considerazioni di cur\'e che fino allora non si erano trattate da 
tale punto di vista ****), Merita di venire anche rile\au un'espressione dau ivi dal Man- 
nheim pel raggio di curvatura dell'evoluu dd contomo apparente di una superficie qua- 
lunque« deUa quale più tardi <^li diede una dimostrazione^ fondau sull'uso ddle due 
rette di curvatura, in una nota [165] '") contenerne complementi preziosi alla memoria 
sulle superficie parallele. 

L'esteso lavoro [62] di cui più sopra rendemmo conto non è l'unico che il Nostro 
abbia consacrato alla Geometria infinitesimale delio ^azio rigato ; un akro egli ne scrisse 
[143], che sottopose al giudizio deU'.\ccademì- dei Lincei. E parere su ci esso pronun- 
ciato dai Conamissari all^uopo delegati« Beltrami e Cremona^ ^ compendiato in una Re- 



i^r^ Rù;;ujrvio A qucsto nuoTo proMenu si vegga, ohie id xsoa corcnrinnooe ^^] £itt2 dal 
Mannheim lUi Società élomjitìci «fi Pirìgì dia 24 giugno 1S74. ü liroro [i6y\ 

*^) Nodimo qxxi che alLi orraturi seodetic^ si lìterisce ce ahro fcrrre Ixvoro 1122', die d H- 
nùdimo â dtan?, non coo^cDenio sorid^ sostinùE 

*^^ LiGCERRE« Saar mm r^.^rvif nrJirJrr i».t •varìv/ tr^'èts sv *m* i*r •**.-# melc^m^ [BuDetin 
de U $«00«^ Phìiocmthique de Pxns^ - VII ,iS~o\ rcw 40->il; iw %m »tcnmt it Gtomitnt 
fCocif«« nrsìixis heSiocRidiir» ie* s^^ace* ce rAciiernìe ies 5ocr:ces Piri>\ t. LXXX (i«^ se- 
nxAW :5-;\ pp. S22^2;\ Ovvero: Œx^^ts it Lagvirre. u ÎI Ge^m^trit Pxrà^ î9»^> - FT- '^^^ 

4XV42I, 

»**\ TiH 50Q0 le c-^rve gii inveÄgire dil te la Go^rnerie Z^issi it Gi^^m^y^ irsnifóve, 5' 
Fi::^;, r. cc^ e ill K3avcovr *?^.v*Tt:/,^ i.- a-ätKv y^\ts sv :.'. .-x'-i.-*.- [Cccrrc;^ re=ii=$ bebdo- 
m^iiir^» iirs $<jciCÄ ie TAcii.r.-ic ics Sôenci^k t. IXXX :*' >cn:i:icri :5-; . rç. ca2-<^4>j|, che 
LTrrrxrsoco in «nà îsaco un cercid^ s^gv>s;.V. ;*-oce e q-,:ìle ;>c: k ç^n-î e ccsc=::e 1& czvjEon nor- 
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lazione "") presentata dal primo a nome di entrambi nella seduta del 12 Aprile 1885, 
e che qui riproduciamo integralmente a titolo di onore pel geometra di cui ci occupiamo, 
convinti che ai nostri lettori tornerà gradito il trovar qui uno squarcio della prosa armo- 
niosa e robusta d'un estinto illustre e caro: 

a n problema geometrico delia determinazione degli elementi delle superficie caustiche è risoluto 
completamente, e nel caso più generale, per la prima volta in questa Memoria, sebbene sia stato og- 
getto di anteriori ricerche da parte di altri geometri. 

a II problema delle caustiche fu posto per la prima volta da Tschirnhausen, il quale considerò 
una serie di raggi luminosi paralleli incidenti su di una curva piana e ne ricercò l'inviluppo dopo la 
riflessione. Giovanni Bernoulli studiò le caustiche per rifrazione : de la Hire, Leibnitz, de L'Hôpital, 
Cornu continuarono queste ricerche. Il problema fu trasportato allo spazio da Malus, il quale consi- 
derò un sistema di raggi uscenti dai punti di una superfìcie qualunque secondo una legge analitica qual- 
sivoglia; e dimostrò che questi raggi toccano due superficie che chiamò caustiche. Per tal modo la 
questione entrò in quella fase importantissima che ha inaugurato la teorìa dei sistemi di rette. Hamilton, 
nella sua Theory of systems of rays, chiamò pennello di raggi il fascio costituito da una retta qualunque 
del sistema e da tutte quelle ad essa infinitamente vicine : e ne studiò le proprietà. Kummer, prose- 
guendo in questo indirizzo, completò le ricerche di Hamilton e svelò l'intimo legame esistente fra lo 
smdio dei sistemi di rette e la teoria della curvatura delle superfìcie. 

e II sig. Mannheim, così noto nel mondo scientifico per le sue ricerche di geometrìa infinitesi- 
male e di geometrìa cinematica, ha dato per il prìmo una teorìa geometrìca dei pennelli di raggi, in 
una Memoria presentata all' Académie des Sciences nel 1870: Mémoire sur les pinceaux de droites et les 
normaìies, contenant une nouvelle exposition de la théorie de la courbure des surfaces ''3); la quai Me- 
moria è cosi intimamente legata con quella di cui stiamo per rendere conto, che non possiamo esi- 
merà dal dame qualche cenno. L'autore comincia col rìprendere la formola di Chasles che fornisce 
la legge di variazione dei piani tangenti ad una superfìcie rìgata nei punti d'ima sua generatrìce, e tra- 
duce questa formola in una rappresentazione geometrìca della legge stessa, mediante una retta che egli 
chiama retta ausiliare relativa ad un punto della generatrìce data. Gò posto, egli considera in un si- 
stema di raggi tutti gli elementi di superfìcie rìgata compresi fra un raggio qualunque e ognuno di 
quelli infinitamente vicini (superficie elementarì del pennello); ed applicando a queste superficie ele- 
mentari la rappresentazione mediante la retta ausiliare ottiene, con metodo geometrìco uniforme, tutti 
i teoremi di Malus, Hamilton, Kummer, Sturm, etc., oltre a nuove proprìetà. Passa quindi a sup- 
porre che il pennello di raggi sia formato di normali ad una superficie: è da questo caso che la teo- 
ria della curvatura discende naturalmente. Tutti i classici teoremi di Monge, Euler, Meunier, Du- 
PIN, ecc., sono cosi riprodotti mediante elegantissime dimostrazioni e indipendentemente da ogni pro- 
cesso analitico. 

« Frattanto era stato posto il problema della determinazione degli elementi di curvatura delle super- 
ficie caustiche per rifrazione, e importanti contribuzioni analitiche alla sua soluzione erano state date da 
Bertrand, e in particolare da Sturm, prima nella sua Memoria sxiXÌ! Ottica e poi nell'altra interessan- 
tissima sulla Visione. È di questo problema che il sig. Mannheim ofte pel primo una soluzione geome- 
trìca compleu nella Memorìa presentata alla nostra Accademia. Le notizie precedenti ce ne agevole- 
ranno la relazione. 



***) Beltrami e Cremona, Relazione sulla Memoria del sig, A. Mannheim: 9 Mémoire d^(^Upiê 
géométrique, contenant la théorie du point représentatif d'un élément de surface réglée et son emploi 
la démonstration nouvelle de théorèmes relatifs à la courbure des surfaces, que pour la dHm 
des éléments des surfaces caustiques» [Atti della R. Accademia dei Lincei, serie P' 
Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, voi. I (1885), pp. 5i7-5^9]. 

"3) Journal de Mathématiques pures et appliquées, II' série, tome X\ 
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« L'autore comincia col migliorare la rappresentazione geometrica della legge di variazione dd 
piani tangenti ad una superfìcie rigata nei punti di una generatrice. La retta ausiliare, di cui egli faceva 
uso nella prima Memoria, dipendeva dalla scelu di un punto della generatrice : dimodoché per una 
data generatrice si avevano infinite rette ausiliari, le quali però passavano tutte per uno stesso punto. 
Ora Fautore, abbandonando le rette ausiliari, adotta questo punto che egli chiama punto rappresentativo. 
È noto che, data una generatrice r d'una superfìcie gobba, la distanza di un suo punto qualunque dal 
punto centrale è in rapporto costante colla tangente trigonometrica dell'angolo che il piano tangente 
in quel punto £a col piano centrale : ciò posto, il punto rappresentativo è situato sopra una perpendi- 
colare ad r elevata dal punto centrale ed è distante da questo di una quantità eguale a quel rapporto 
costante. 11 punto rappresentativo permette di costruire immediatamente per ogni punto di r il suo piano 
tangente. 

e Siccome la sostituzione del punto rappresentativo aUe rette ausiliari abbrevia di molto le con»- 
derazioni, il sig. Mannheim riproduce la sua teoria geometrica della curvatura delle superficie introdu- 
cendox-i notevoli semplificazioni : e questa è una parte molto interessante della Memoria. La relazione 
di EuLER, le proprietà dell'indicatrice di Dupin, infine tutti i teoremi più importanti della teoria, sono 
dedotti con grande eleganza. 

e L'autore riprende poi lo studio dei pennelli di raggi. Si consideri il pennello formato da tutti 
i raggi di un sistema vicinissimi ad un raggio r. Ogni superficie elementare del pennello possiede il 
suo punto rappresenutivo sopra un piano qualunque condotto per r; il luogo di questi punti è una 
circonferenza, la quale, nel caso che il pennello sia formato di normali, ha per diametro il segmento 
compreso tra i fuochi di r. Sulla circonferenza esiste un certo punto la cui posizione dipende dall'orien- 
tamento del pennello rispetto al piano scelto. Quando sono dati quella circonferenza e quel suo punto, 
il pennello di raggi è perfettamente conosciuto : se ne ha dunque cosi, in certo modo, una rappresen- 
tazione piana. Quesu maniera di rappresentazione era già suu accennau dal sig. Mannheim in una sua 
comunicazione aU' Académie des Sdences del 9 giugno 1879 : ma qui é svolu più completamente. 

e Tutto il materiale accumulato in questa prima parte della Memoria, giova all'autore per la riso- 
luzione del problema di ottica geometrica di cui abbiamo £atto menzione e che può essere enunciata 
cosi : dati gli elementi di un pennello di raggi incidenti e gli elementi di curvatura della superficie 
separante i due mezzi, determinare gli elementi del pennello dei raggi rifiatti. U metodo consiste nel 
sostituire ai due pennelli le loro rappresentazioni piane e cercare le relazioni che le legano. Q duole 
di non potere in questa Relazione seguire l'autore in tutta la serie di considerazioni che gli permettono 
di dare, oltre ad una soluzione, per dir cosi fondamentale, due o tre varianti di eguale importanza. Gò 
che importa di notare è che questi procedimenti si risolvono in parecchie costruzioni piane degli ele- 
menti delle superficie caustiche, e che perciò essi danno alla soluzione del problema quella masàma 
esplicazione che non può venirgli che dalla geometrìa. Del resto Fautore ha potuto anche dedurre dalie 
costruzioni geometriche il calcolo degli elem(.nti del permeilo rifiratto, in modo senza dubbio assai più 
semplice di quello che darebbero gli ordinari metodi di Geometria analitica infinitesimale. È con questo 
calcolo e con alarne note esplicative, che termina il lavoro. 

a La Memorìa é assai interessante, non solamente per l'importanza dei risultati contenuti nella se- 
conda parte, ma anche per l'eleganza di quei metodi geometrìa che il chiarissimo autore adopera anche 
quesu volu con mirabile felicità e che merìtano di essere meglio conosciuti e coltivati in Italia. Per 
queste ragioni siamo lieti di proporre la integrale pubblicarìone della Memoria del sig. Mannheim né 
nostrì Atti, e di dare così un merìtato trìbuto di stima al valoroso geometra francese, che ha tanto 
contrìbuito a mantenere in onore la pura Geometria ». 

Come è opportunamente rilevato dal Beltrami i germi dei concetti fondamentali 
applicati dal Mannheim alla teorìa delle caustiche nello spazio si trovano in altre più 
antiche sue memorie relative alle superficie rigate: sono quelle in cui, dopo di avere [105] 
sugg erito di rappresentare ima superficie rìgau mediante l'inviluppo delle sue rette ausi- 
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liari delle singole sue generatrici, viene mostrato [io6], [107] in qual modo si possano ot- 
tenere le superficie rigate di nota rappresentazione; rileviamo anche [112] l'osservazione 
che, per studiare una curva sghemba, giova considerarla come situata sopra la rigata 
delle normali principali, da rappresentarsi poi col metodo testé esposto ''*). 

Nella contemporaneità di tali studi con altri sulla superficie delle onde, dei quali trat- 
teremo fra breve, è da ricercarsi la prima radice di un nuovo modo di trasformazione 
delle superficie rigate immaginato dal Mannheim [124]: per applicarlo si suppongano 
dati un punto fisso ed una rigata (G) e si consideri il piano determinato da e da 
una generatrice G di tale superficie ; facendolo ruotare d'un angolo retto attorno ad 0, 
G assumerà una posizione nuova G^ e la data rigata si trasformerà in altra (GJ. Il 
lettore avvertirà tosto l'applicabilità di questo metodo a tutte le rette dello spazio; fa- 
cendolo agire sopra un pennello di raggi, nasce un nuovo pennello legato al primo da 
notevoli relazioni [125]. 

La bella collezione di lavori del Mannheim sulle superficie rigate contiene ancora 
altri scritti "**). Uno di essi [103] ha per iscopo la ricerca di una relazione fra il para- 
metro di distribuzione k relativo ad una generatrice G di una rigata (G) ed il para- 
metro di distribuzione k^ relativo ad una generatrice N del paraboloide formato dalle 
normali di (G) lungo G; ora Mannheim, ricorrendo ad una opportuna rappresenta- 

k 
zione di (G) in doppia projezione ortogonale, trova k^ = j-k, Ö essendo l'angolo 

cos V* 

che N forma con la normale alla superficie (G) nel punto centrale della generatrice 
considerata. Fra i corollari di tale notevole relazione citiamo il seguente: il raggio di 
torsione in un punto d'una curva gobba l eguale a ciascuno dei raggi principali di cur- 
vatura in quel punto della rigata costituita dalle normali principali della curva. Da un 
altro lavoro [113], provocato da un articolo di J. Franke Sur la cowrbure des surf aus 
réciproques ''*^), si apprende un'elegante relazione fra i parametri di distribuzione di due 
rigate dedotte una dall'altra con uno speciale procedimento. Un terzo [115], riferentesi 
ad un passo del grande Mémoire sur la théorie générale des surfaces di O. Bonnet "^), 
ha per iscopo di stabilire geometricamente che se una linea tracciata sopra una super- 
ficie rigata gode di due delle seguenti prerogative^ possederà anche la terrai l una geode- 
tica, è la linea di stringimento, h una trajettoria obliqua delle generatrici. Finalmente, 
quello di data più recente [175] fa acquistare un'insperata generalità ad un teorema 
avvertito da C. Bioche ''®) nelle rigate generate da una retta invariabilmente connessa 
al triedro principale di una linea gobba. 



*^) Le quatre Note or citate trovansi riprodotte in [184J, pp. 532-541. 

115) Alle rigate si riferisce anche la Questione 823 delle Nouvelles Annales de Mathématiques 
[n«» série, L VI (1867), p. 336]. 

**^) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 111*«« série, t. III (1877), pp. 415-421. 

"T) Journal de l'École Polytechnique, I"e série, XXXIP Cahier (1848), pp. 1-146. 

"^) Sur Us surfaces réglées qui passent par um courbe donnés [Comptes rendus hebdomadaires 
des séances de l'Académie des Sciences, t. CX (xfi^)» pp. 515-516]. 
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Le rigate non sono le uniche superficie speciali che abbiano attratta l'attenzione 
del Mannheim. Infatti, nell'elenco dei suoi lavori troviamo una Nota [63] sulla super- 
ficie luogo dei punti equidistanti di due rette fisse, della quale cransi già occupati 
J. A. Serret ed E. Catalan ; riguardo ad essa egli ha insegnate delle costruzioni sem- 
plici e notevoli, non foss'altro perchè sussistono anche supponendo quelle disunze non 
eguali, ma in rapporto costante. Al Mannheim spetta poi il merito ([100], [102]) 
di avere per primo investigate geometricamente le superficie i cui raggi principali di 
curvatura in un punto qualunque sono legati da una relazione e di avere aggiunta 
qualche nuova proprietà a quelle notate dal Ribaucour e dall 'Halphen. Inoltre: esistono 
in un ellissoide 00* corde ab di data lunghezza e tali che le normali alla superficie nei 
loro estremi si tagliano, i loro centri costituiscono una superficie considerata da J. W. L. 
Glaisher "*); ora il Mannheim insegnò [130] che per costruire la normale in un 
suo punto qualunque m basta unire questo all'intersezione delle normali in a, b all'el- 
lissoide, costruzione non soltanto elegantissima, ma degna di nota per la sua identità 
con quella che dà la normale al luogo dei punti medi delle corde di dau lunghezza 
d'un'ellisse. Finalmente egli ha insegnato [119] '**) a costruire semplicemente i centri 
di curvatura principali in un punto qualsivoglia d'un'elicoide rigata, apportando cosi un 
rilevante perfezionamento alla teoria di una superficie, per importanza teorica e pratica a 
nessuna seconda. 

Superficie delle onde "'). 

Ma la superficie a cui egli si dedicò col massimo impano per arca un trentennio, 
applicandovi tutti i metodi di cui disponeva, cinematici e geometrici, infinitesimali e 
projettivi, è la superficie delle onde; quali e quanti risultati egli abbia ottenuti emerge 
dal seguente compendio dei relativi lavori '**). 

I primi geometri che, a partire dal Fresnel (1822, 1828, 1831), si occuparono 
di tale superficie la investigarono in base alla sua rappresentazione analitica; ma, sino 
dal 1833, il Mac-Cullagh ****) mostrò come fosse posabile e relativamente agevole lo 
stabilirne le proprietà col solo sussidio della Geometria. Gli è appunto nella via da lui 
aperu che si pose il Mannheim, il quale, nelle sue prime pubblicazioni sull'argomento 



^^^) Om d space4ocus cotmscUd uHtb Use ellipsoid [Quarterly Journal of Mathematics, t. XV (1879), 
pp. 285-2943. 

"<>) Cfr. [152]. p. 396. 

*■*) Per particolari storici sull'argomento si veda [152}, p. 267; inoltre: Chasifs, Rapport sur 
Us progrès de la Gt orni trie (Paris, 1870), pp. 47*54; E. WOlffing, Bericht ubtr den gegemvàrtigem Stand 
der Lehre von der FreskelVì^ H'eUenßacht [BibHotheca Mathematica, serie HI, t. m (1902), 
pp. 561-382] ; G. Loria, H passato ed il presente delle principali teorie geometriche, 3* edizione (Tori- 
no, 1907). 

****) Per una parte di questi, veggasi C NiVEX, On Mr. Mannheim researches on Ute wave Sur- 
face [(Quarterly Journal of Mathematics, t. XY (1878), pp. 242-257]. 

••â) ne coüecUd Works (Dublin. 1880), pp. 21 e seg. 
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[44], [45] '^), prese le mosse dalla seguente definizione della superficie : « Sia m un punto 
d'un ellissoide (m) di centro o e mn h corrispondente normale alla superficie; si con- 
duca per nel piano omn 'û segmento om^ perpendicolare alla retta om ed ^uale a 
tale semento; il luogo geometrico del punto m^ è la superficie delle onde (mj »; la 
normale ad essa in tn^ si ottiene, come notarono Mac-Cullagh e Plücker, condu- 
cendo da tale punto la perpendicolare ad m«. Se m si muove descrivendo sul dato 
ellissoide una linea qualunque, m, descriverà una curva sulla superficie d'onda e il 
Mannheim ha insegnato a dedurre dalla tangente alla prima la tangente alla seconda; 
di più ha indicate delle costruzioni semplici pei centri di curvatura e per le direzioni 
delle linee di curvatura in un punto arbitrario di (w,), desumendone qualche nuova 
proprietà di questa superficie. Tali costruzioni, benché non complicate, sono suscettibili 
di ulteriori semplificazioni, le quali si apprendono dall'elaboratissima pubblicazione che 
il Nostro dedicò alla memoria di D. Chelini [131]. 

In bvori posteriori ([76] ; cfr. [80]) il Mannheim preferi considerare la superficie 
d'onda come inviluppo dei suoi piani tangenti, ciascuno dei quali è parallelo ad un 
piano diametrale dell'ellissoide dato e ne dista di una lunghezza inversamente propor- 
zionale ad un semiasse della corrispondente sezione ellittica; egli giunse cosi a parec- 
chie nuove proposizioni, fra cui spiccano le seguenti: 

I. Si conducano ad un ellissoide ed alla corrispondente superficie delle onde dei piani 
tangenti fra loro paralleli ; i diametri di tali superficie che vanno ai relativi punti di con- 
tatto incontrano uno dei detti piani in quattro punti che, essendo vertici d'un rettangolo^ 
appartengono ad un cerchio; il diametro perpendicolare ai piani suddetti e quello passante 
pel punto di contatto del piano tangente all'ellissoide passano per gli estremi d'un diametro 
di quel cerchio. I quattro diametri^ di cui sopra^ hanno per tracce quattro punti d'un urchio 
anche sopra un piano perpendicolare al diametro che va al punto di contatto dell'ellissoide 
con quel piano tangente, 

n. 5f conducano un diametro D, nonchh i piani tangenti negli estremi di esso alVeU 
lissoide e alla superficie d'onda; i diametri perpendicolari a questi piani tangenti segano 
quei piani tangenti nei vertici d'un rettangolo, epperò in quattro punti d'una circonferenia. 
Le traue delle stesse rette sopra quel piano tangente all'ellissoide stanno eT^iandio su di un 
urchio di cui un diametro ha per estremi il relativo punto di contatto ed il piede del dia- 
metro perpendicolare a quel piano. 

La surricordau costruzione delle normali alla superficie d'onda abilita anche a de- 
terminare [88] le normalie dell'ellissoide a cui corrispondono sulla superficie delle onde 
delle normalie sviluppabili, questione che può anche trattarsi, vuoi [116] ^^) col sussidio 
della retta ausiliare dal Mannheim introdotta per dare un'immagine sensibile della 
variazione del piano tangente ad una rigata nei punti d'una generatrice, vuoi [126] col 
mezzo di un metodo, da noi già segnalato, per trasformare le rigate, da lui altrove [124], 
[125] applicato ai sistemi di 00* o 00* rette. Fra i risultati ottenuti basti riferire il seguente: 



"4) Cfr. [152], pp. 232-234. 
"5) Cfr. [184], pp. 545-550. 
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La trasformata di una dilU ditte normaUt mediante polarità rispetto ad una sfera con- 
centrica al dato eltisscide i una rigata, la cm linea di stringimento i ü luogo dei piedi 
delle perpendicolari calate dal centro di questo sulle generatrice 

Invece la oostrtmone per punti delle stesse superficie (t. sopra) suggerisce quest'altra 
questione: cbe cosa corrisponde, sopra la superßcie delle onde, ad una linea di curvatura 
deir ellissoide? D \L\xxheim ha trovato [109] cbe le normali alla superficie d'onda in 
punti d'una delie linee richieste sodo perpendicolari a diametri Era loro eguali del cor- 
rispondente òlissoide. 

Gli dementi della superficie c'onda suscettibili d'immedìau interpretazione otda 
sono le distanze dal centro dei punti e dd piani tangenti della superficie; giacché le 
une corrispondono alle velodii secondo i raggi efficaci, menire le altre corrispondono 
alle vdodtà di propagazione nonnaie delle onde piane. Era quindi della massima impor- 
tanza il cercare delie relazioni fra tali elementi; gE è quello che fece il Nostro, in un 
gruppo di lavori ([87]. [89], [92], [94]) ove trovansi applicate e combinate accortamente 
le surriferite generazioni della superficie come luc^ e come inviluppo: d docde di non 
potere, per Festensione gii assunu dal presente scritta che riferire alcune delle interes- 
santissime proposizioni da lui in tal modo scoperte : La somma dei quadrati delle inverse 
delle velocità di prcpagj:;ione normale di una vibrazione qualunque e delle due onde cor- 
rispondenti alle liìra^icni paralleli al piano di pùlari^a^icne del rag^ lungo cui si pro- 
paga la prima i CA>stante ; la vdodtà del raggio cbe propaga tale vibrazione varia in regione 
inversa del prodotto delle vehcità delle due onde ; la somma dei quadrati delle velocità da 
raggi efficaci relativi a queste onde i costante. 

Fondandosi sul fatto ben noto che la superficie d'onda è tagliata secondo una 
conica ed un cerchio« tanto da ogni piano prìndpale ddl^ellissoide^ quanto dal piano 
all'infinito, il Mavxhedi subìli [loS], [m] Tesisxnzi di dodid piani (tangenti singolari), 
ognuno dd quali tocca la superficie secondo un cerchio ; egli a^^^iunse che la superfide 
è tagliata secondo una quartica anallagmadca da ogni piano parallelo ad un piano tan- 
gente singolare e che [151] essa contiene anche altre analoghe curve sghembe, interse- 
zioni delle superficie con ceni coni quadrid ad essa concentrid. 

Cercando un teorema anal<^o a quello secondo cui le normali d'un ellissoide sono 
segate in pani proporzionali dai piani prindpali deUa superficie, il Nostro trovò che t 
punti in cui una normale alla superßcie d'onda ne incontra i piani principali formano 
un birjpp^yrto costante con la proje^ione su di essa del centro delle superficie ^'^ Egli si 
è anche occupato degli ombelichi della superfide in quesdone, e, senza conoscere un 
analogo lavoro precedente "^ ne indicò una costruzione [125] "^ dalla quale emerge 
che esistono s^tio tali punii, nmi reali *^). 



'*r C Gjllofis Schauä. Eihie s^r iz ibxc^ii àf I2 S.-mSi rrVi-t« [Amules des Sciences Phv- 
sàqas =ì N'xsrielks. IT sène, t. XMJl 1865), pp. 151-144]. 

*— *- .*ja^- PC. jyA'y^,' 

^** S. RoiETTS hi cocier^iaìo anaEscamente qcesìo risskiro ncfla Soci Om joav Forwu cf Ae 
Efuium rf M &«rtf Sterjsu [QBaxtaiy Jocmal of Midsemiâcs, VoL X^T! (iSSi^ pp. 519-527]. 
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Alcune delle ricerche di Geometria cinematica di cui rendemmo già conto lo guida- 
rono poi a concepire un nuovo punto di vista da cui può considerarsi la superficie d'onda 
[128]. Egli osserv'ò che, quando un solido non è soggetto che a cinque o quattro con- 
dizioni, ogni suo punto descrive una traiettoria lineare o superficiale, ma se invece le 
condizioni sono soltanto /re, ogni punto del solido è, in generale, suscettibile di oo' po- 
sizioni ; tuttavia esiste una superficie luogo dei punti ad ognuno dei quali non compete 
che una superficie trajettoria; altre figure analoghe derivano dal considerare le rette 
ed i piani dello spazio. Esempio : le oo' corde d'un ellissoide che sono viste sotto angolo 
retto dal centro della superficie, nonché gli oo' centri di Qsstj ammettono come super- 
ficie limite una superficie d'onda. Da ciò la seguente nuova generazione : se un angolo 
retto ach circoscritto ad un ellissoide i tale che il suo piano sia normale a questa super- 
ficie nei punti di contatto a, h dei suoi lati, il suo vertice e appartiene ad una superficie 
d'onda, di cui la normale in e l la retta che lo congiunge al centro del segmento ab. È 
importante osservare che questa proposizione sussiste [129] supponendo che i lati del- 
l'angolo circoscritto siano tangenti, non allo stesso ellissoide, ma a due ellissoidi omofo- 
cali. Essa può evidentemente anche enunciarsi come segue : la superficie delle onde Ï il 
luogo dei untri dei coni quadrici circoscritti ad un ellissoide (£) e di cui una se:^one 

principale h x = -^. Tale nuovo enunciato condusse il Mannheim a considerare [132] 

le superficie analoghe per cui a è ancora costante ma :7^ — e ad osservare che la 

superficie d'onda dedotta come si disse dall'ellissoide (E) è tagliata da un ellissoide 
omofocale a questo secondo una sua linea di curvatura, mentre un iperboloide omo- 
focale ad (£) la sega, oltreché in una linea di curvatura, in una linea sferica. 

L'ultimo lavoro che il Mannheim dedicò alla superficie di cui ci occupiamo [194] 
ha per intento principale la dimostrazione di un teorema del Niven e la determinazione 
degli assi di una superficie d'onda di cui si conoscono i piani principali, un punto ed 
il relativo piano tangente '*'). Non essendoci concesso di farne più di una fugace men- 
zione chiuderemo questa parte della nostra analisi osservando come dagli studi di cui é 
parola il Mannheim sia stato indotto ad occuparsi ([195I ^- anche [207]) delle super- 
ficie apsidali '®') e ad osservare che, per l'influenza di elementi eccezionali, non sempre, 
come ritcnevasi, « se una superficie é apsidale d'un'altra, questa lo é della prima » ; a lui 
risale dunque il merito di avere iniziato lo studio degli elementi singolari della trasfor- 
mazione apsidale. 



'30) Un complemento alla Nota [194] trovasi nella risposta data dal Nostro alla Questione 1267 
del L'Intermédiaire des Mathématiciens [t. V (1898), pp. 238-240]. Aggiungasi che sotto il pseudonimo 
«Canon » egli ha risolta la Questione 1855 (da lui proposta) delle Nouvelles Annales de Mathématiques 
flir série, t XIX (1900), p. 382; IV' série, t. Ill (1903), p. 471], di cui ecco Tenunciato : Un cono 
ha per vertice un punto d'un eììissoide e per hase la sezione centrale il cui piano è normale al diametro 
deir ellissoide passante per quel punto; Viuviluppo degli oc^ coni analoghi è una superficie delle onde. 

»3') Cfr. Mac-Cullagh, The collected Works (Dublin, 1880), p. 31. 

RêiU. Grt. MêUm, Pakrmo, t. XXVI (a^ lemestre 1908). — Stampato il zi febbra;u 1908. 
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Geometria proiettiva. 

H Mannheim, educato in un ambiente tutto impregnato daUe idee di Poncelet e 
di Chasles, non poteva escludere dalle proprie elucubrazioni le teorie che rampollano dal 
Traité des propriétés projectives des figures e dal Traité de géométrie supérieure. Prima 
di addentrarci nella disamina dei frutti di questo genere di studi, giova che rileviamo due 
cose; una è che alla Geometria superiore, moderna o proiettiva che dir si voglia, appar- 
tengono in maggioranza le numerose questioni da lui proposte come esercizi nelle 
Nouvelles Annales de Mathématiques; l'altra che sin dal 1865 egli ha [38] fatta ed 
applicata l'osservazione che « non si altera il risultato della risoluzione d'un problema, 
facendo variare gli elementi che non sono interessanti nello sviluppo di tale soluzione », 
osservazione in cui può forse ravvisarsi una forma embrionale del principio della conser- 
vas^ione del numero. 

Coniche. — Una delle più belle ed importanti questioni offerte dalla teoria delle curve 
di second'ordine è la costruzione, in direzione ed in lunghezza, degli assi d'un'ellisse 
determinata da una coppia di diametri conjugati ; si può dire che ad essa il Mannheim 
debba se il suo nome cominciò ad essere conosciuto dagli studiosi. Infatti nel tomo DC 
(1850) delle Nouvelles Annales de Mathématiques leggesi (p. 419): «Il sig. Mannheim, 
allievo della Scuola politecnica, fa questa bella osservazione sopra un teorema noto: 
Quando due vertici A^ B d'un triangolo ^ ß C di grandezza costante si muovono sopra 
due rette fisse Ox, Oy^ il terzo vertice C descriverà un'ellisse col centro in 0. Se si 
circoscrive un cerchio al triangolo ^ ß e se ne unisce il centro ad 0, dette £, F le 
intersezioni della periferia di quel cerchio, le rette OjE, OF saranno le direzioni d^li 
assi di quell'ellisse, mentre i segmenti OE, OF saranno le lunghezze dei suoi semiassi ». 
Si deve ritenere che il Nostro abbia continuato poi ad occuparsi di quella questione, 
giacché, riordinando i materiali con cui compone il suo opus magnum [184], egli trovò 
fra le sue vecchie carte una costruzione semplicissima per gli assi d'un'ellisse determi- 
nata da una coppia di diametri conjugati [121] '^), da lui dedotta da una generazione 
cinematica dell'ellisse differente da quella surriferita, cioè considerando tale curva come 
traiettoria di un punto invariabilmente connesso ad un cerchio che muovesi toccando 
internamente un cerchio fisso di raggio doppio. Di questa nuova costruzione egli mise 
in luce la relazione con una scoperta da Chasles '^ e fece vedere, da un lato come 
essa conduca spontaneamente ai teoremi di Apollonio e dall'altro come ad essa si possa 
pervenire prendendo le mosse dalle più elementari proprietà delle coniche. Altre nuove 
costruzioni congeneri vennero dal Nostro dedotte [139] dalla seguente genesi delle co- 
niche : « È dato un cerchio riferito ad una coppia di diametri fra loro ortogonali ; sopra 
un'ordinata qualunque si costruisce un triangolo simile ad un dato: il luogo del terzo 



^33) Cfr. [150]» PP« 9-1 1- ï^ Solution de la Question ^66 (Nouvelles Annales de Mathématiques, 
t. XVI, p. 187-189) induce a fare risalire tale costruzione all'anno 1857. 
»33) Aperçu historique, 2* édition (Paris, 1875), p. 362. 
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vertice è un*ellisse ». Non meno semplici ed eleganti sono le solu2doni del medesimo 
problema che si leggono in un articolo semianonimo [167] '^*) e che poggiano sopra 
considerazioni cinematiche diverse dalle precedenti. 

Con ciò non abbiamo esaurito l'elenco dei lavori attestanti l'interesse del Nostro 
per le curve di second'ordine. Infatti a lui devesi un'elegante dimostrazione geome- 
trica [141] d'una proprietà focale # segnalata da E. J. Nanson '^), la trasformazione 
di essa per polarità ed una dimostrazione analoga [192] per un teorema di Cayley 
relativo al punto in cui un cerchio di curvatura dell'ellisse taglia nuovamente la curva. 

Maggiore originalità ed importanza possiedono le richerche da lui fatte sulla cur- 
vatura delle coniche; alcune [174] '^ guidarono a nuove costruzioni pel centro di 
curvatura in un punto d'una tale curva, supposta determinata dalla relativa tangente e 
da tre nuovi punti '^), altre [181] diedero risultati congeneri ed ebbero per punto di 
panenza questo teorema di Chasles '^) : se si fa ruotare una trasversale attorno ad un 
punto O del piano d'una conica e per ogni sua posizione si determina la professione su di 
essa del polo relativo, si ottengono tutti i punti d'una parabola. Delle costruzioni pel 
centro di curvatura, differenti da quelle ora citate, si apprendono da una delle ultime 
pubblicazioni [222] del nostro Autore ed altre ancora in un'elegante Memoria [203] 
consacrata alle applicazioni ed allo svolgimento di un nuovo elemento introdotto da 
M. d'Ocagne '^) nella teoria delle coniche. Tutti questi lavori, benché modesti in 
apparenza, al pari dei precedenti, sono riboccanti di osservazioni geniali ed utili e di 
costruzioni di suprema eleganza. 

Quàdriehe, — Mentre coi lavori testé discorsi il Mannheim prese posto nell'innume- 
revole schiera degli epigoni di Apollonio Pergeo, con quelli di cui ora ci proponiamo 
di dire qualche cosa egli ha conquistata una posizione eminente nel drappello, relativa- 
mente esiguo, di coloro che sforzaronsi di far raggiungere alla teoria delle quadrìche 
un grado di perfezione comparabile a quello da tempo conseguito dalla teoria delle co- 
niche. Tale aspirazione sembraci palese in un lavoro [57] ove egli, dopo di avere con- 
fermata la generabilità di qualunque curva di second'ordine col mezzo di due fasci di 
raggi fra loro projettivi, considera una quadrica passante per sei punti A^ 5, C, P', 
P", P"\ Se P ne é un altro punto arbitrario e si chiamano r, r\ r" i birapporti delle 
quaterne di piani projettanti dalle rette BCj CA^ AB i punti P, P', P", P'", avrà 
luogo una relazione della forma 

Brr' + Crr'' + Dr'r'' + £r + Fr' + Gr'' = o 



'34) Cfr. [152], pp. 115-118, I2I-I22, 164; inoltre [219]. 

'35) }^oU on the geometry of conies [The Messenger of Mathematics, II* serie, t XII (1882), p. 40-41]. 

»3<^ Cfr. [184J, pp. 57»-s82. 

*37) Cfr anche la Questione i960 delle Nouvelles Annales de Mathématiques [ÏV^ série, t. III 
(1903), p. 48J, proposta dal Mannheim c da lui risolta [Ibid., id., pp. 476-479J. 

»38) Traité des sections coniques, 1*^« Partie (Paris, 1865), p. 145. 

'3») J)e la déviation dans Vellipse [Nouvelles Annales de Mathématiques, III*«" série, t. V (1886), 
pp. 370-380]. 
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(ove le sei costanti B, C, . . . , G sono legate da due relazioni), la quale viene dal 
Mannheim considerata per l'equazione di una quadrica contenente i sei punti dati: 
imparzialità storica esige si avverta come l'utilità di essa non venne sino ad ora dimo- 
strata né dal Nostro, né da altri. 

Un decennio più tardi egli, dalle sue ricerche intomo alla superficie delle onde '^), 
fu condotto [134] alla ricerca del legame esistente fra i raggi principali di curvatura 
in un punto comune a tre quadriche omofocali e la compi panendo dalla seguente pro- 
prietà da lui anteriormente scoperta : Se un angolo di grandex^^a costante circoscritto ad 
un ellissoide (£) sta in un piano normale all'ellissoide nei due punti di contatto dei laH 
dell'angolo ed ha per vertice un punto d'un ellissoide (jEJ, il suo vertice descriverà una 
linea di curvatura di (jEJ. Servendosi poi di due semplicissime proposizioni di Geo- 
metria elementare egli ritrova un noto teorema di Lamé e giunge a molti nuovi risul- 
tati, fra cui citiamo i seguenti: // raggio di curvatura in un punto P della se:^iane 
prodotta in un ellissoide da un piano normale in P cui una linea di curvatura Ï pro- 
porzionale al segmento di quel raggio compreso fra P e la sua intersezione con un piano 
principale dell'ellissoide. Le normali condotte ad un ellissoide dai punti di una linea di 
curvatura sono divisi in parti proporzionali dai piani polari degli stessi punti rispetto 
agli ellissoidi omofocali al dato, ecc. 

Il Mannheim ha poi trovate molte notevoli proprietà [135], le quali sembrano 
destinate a formar parte di qualunque futura teoria completa delle quadriche omofocali; 
riferiamo a mo' d'esempio la seguente : Sia m un punto comune a tre quadriche omo- 
focali; Ny N\ N", le relative normali; abcy a'b'c'y a" Ve*' le terne di punti in cui 
queste normali intersecano i piani principali del dato sistema; sia x il punto comune ai 
piani condotti da a, a', a", normalmente risp, a N, N\ N"; ^ e y abbiano analoghi 
significati, I tre punti a, p, y, appartengono alla stessa retta A, le cui projezjoni sopra 
i piani N' N"j N"N, NN' tagliano quelle normali nei untri principali di curvatura 
delle tre quadriche nel punto m. 

Questa proposizione si ritrova, e se ne vedono le svariate conseguenze, in uno 
scritto di poco posteriore [136], dal quale si apprende la soluzione geometrica della 
questione, già risoluta analiticamente dal Laguerre **'), di determinare in un punto 
qualunque d'una quadrica gli assi della relativa indicatrice ed i centri principali di cur- 
vatura **^); di essa il Nostro diede poi [197] una seconda soluzione ancora più 



'♦°) Cfr. la Memoria [132], ove, fra l'altro, si legge questo notevole teorema: Se per una tangente 
ad una linea di curvatura d'un ellissoide si conducono i piani tangenti ad un ellissoide omofocale, Vangob 
che essi formano dipende, non dalla tangente^ ma soltanto dalla linea di curvatura scelta. 

*♦') Sur la détermination, en un point d'une surface du second ordre, des axes de V indicatrice et des 
rayons de courbure principaux [Journal de Mathématiques pures et appliquées, III* série, t. IV (1878), 
pp. 247-256. — Œuvres de Laguerre, t. II (Géométrie) (Paris, 1905), pp. 520-529]. 

'♦*) R. GoDEFROY ha osservato \Sur les rayons de courbure de certaines courbes et surfaces et 
en particulier des courbes et des surfaces de Lamé [Journal de l'École polytechnique, LXIV cah. (1892), 
p. 44]} che la costruzione del Mannheim per l'indicatrice in un punto di una quadrica è applicabile a 
tutte Je superfìcie rappresentàbili con equazioni del tipo ax^ -^by^ '\' czT -^^ d=z o. 
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semplice ed elegante, anzi di semplicità che sembra ulteriormente irriducibile e di ele- 
ganza da giudicarsi insuperabile. 

Citiamo di sfuggita una breve Nota [140], che si direbbe un prodotto secondario 
degli studi del Mannheim sulle quadriche omofocali e che non andrebbe trascurata da 
chi intendesse redigere una completa bibliografia della strofoide; ed osserviamo piut- 
tosto come a lui debbansi delle argomentazioni abbastanza semplici per determinare le 
condizioni affinchè le altezze d'un tetraedro giacciano sopra una quadrica di rivoluzio- 
ne '^) e per dimostrare geometricamente essere un'iperbola il meridiano della super- 
ficie generata dalla rotazione di una retta attorno ad altra che non l'incontra '**). 

Ad occuparsi delle superficie di second'ordine egli fu ricondotto dalla Memoria di 
P. Adam: Sur V équation d' Euler et sur les lignes de courbure de V ellipsoïde ^^); ivi sono 
considerate delle coppie di ellissoidi le cui linee di curvatura si corrispondono con pa- 
rallelismo dei loro piani tangenti; ora il Mannheim, col mezzo di considerazioni della 
massima semplicità, ha mostrato [189] che dette linee si corrispondono anche con pa- 
rallelismo delle loro rette tangenti e che inoltre i piani delle sezioni circolari delle due 
superficie sono fra di loro paralleli : se, viceversa, quest'ultima circostanza si verifica, i 
due ellissoidi si trovano nella posizione considerata dall'AoAM. 

Un'ultima osservazione ci resta da riferire. * Poncelet '*®) ha asserito che, se un 
quadrilatero i circoscritto ad una quadrica, i punti di contatto de' suoi lati stanno in un 
piano. Orbene il Nostro ha giustamente notato [202] che tale enunciato è troppo asso- 
luto, esistendo altri quadrilateri circoscritti non soddisfacenti alla suindicata condizione. Ciò 
è in pieno accordo con le risultanze di anteriori scritti di G. Bruno, H. G. Zeuthen 
ed A. Voss **^, di cui egli non ebbe certamente notizia; perciò l'originalità di tali in- 
dagini si limita al metodo usato, il quale consiste nella trasformazione in una sfera della 
quadrica considerata e nella successiva applicazione di un'opportuna inversione. 

Geometria descrittiva. 

Nell'ultima faccia dell'attività scientifica del Mannheim si rispecchia la sua azione 
come insegnante '^). Appunto nel corso delle sue lezioni gli venne fatto di osservare 
([137], [138]) come nelle tavole di Geometria descrittiva fosse, non solo possibile e lecito, 
ma anche utile, di prescindere dalla posizione della linea di terra, tenendo conto soltanto 



*♦*) L'Intermédiaire des Mathématiciens, t. II (1895), pp. m- 112. 

'♦♦) L'Intermédiaire des Mathématiciens, t. IX (1902), pp. 287-288. 

«45) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXII (1894), pp. 205-208. 

14Ö) Traité des propriétés projectives des figures, t. I, p. 48. 

'♦7) cfr. Loria, opera citata "5)^ p. 97. 

'4*) Probabilmente dalle lezioni del Mannheim trae del pari origine una breve Nota [190J con- 
tenente la dimostrazione di un teorema, naturale estensione di uno notissimo ed utilissimo in Geometrìa 
descrittiva; eccone l'enunciato: Se due più curve tracciate sopra una superficie (5) hanno fra loro, in 
m putito Oy un contatto debordine n, le loro proje^ioni da un punto qualunque sopra di un piano arbitrario 

ì fra loro un contatto d'ordine n-^ i nel punto al proje^yone di a. 
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della sua dircTiione : cosi facendo, i relativi disegni acquistano in generalità senza per- 
dere in esattezza o perspicuità. Per tradurre in atto tale concetto è indispensabile di avere 
a propria disposizione delle soluzioni dei problemi relativi a piani, le quali siano indipen- 
denti dalle tracce dei piani stessi ; sifFatri nuovi procedimenti vennero indicati dal Nostro. 
La bontà della suindicata tesi e la forza degli argomenti usati per stabilirla sono dimo- 
strate da ciò che le idee del Mannheim vennero favorevolmente giudicate, non solo in 
Francia, ma anche nel Belgio, in Russia, in Portogallo ; ed il fatto, che in nessuno dei 
nostri corsi universitari manchi un cenno della determinabilità di un piano col mezzo 
di elementi diversi dalle tracce, prova che anche in Italia esse vennero accolte col me- 
ritato favore. 

Della soppressione della linea di terra il Mannheim non ebbe occasione di fare 
menzione esplicita nell'ottima opera [127], [152] '*®) scritta col duplice scopo di fungere 
come testo per le sue pubbliche lezioni e di diffondere i suoi metodi d'insegnamento 
al di fuori della cerchia dei suoi ascoltatori e che stabili nel modo più saldo la sua 
fama di maestro capace di essere conciso e riuscire chiaro; non ebbe occasione che 
di servirsene per incidenza, perchè egli suppose (come aveva, non il diritto, ma il dovere 
di fare, data l'organizzazione della Scuola politecnica) i suoi scolari già famigliari col 
metodo di Monge. Dedicò, in conseguenza, la I* Parte del suo Cours (^Studio dei vari 
modi di rappresenta:^ione dei corpi) ai metodi di Geometria descrittiva diversi dalla doppia 
projezione onogonale ed al loro uso nel tracciamento delle ombre; tali metodi sono 
quello dei piani quotati, la prospettiva, la projezione cavaliera e l'assonometria, con spe- 
dale riguardo all'isometria. Quanto è indispensabile per servirsene viene dal provetto 
insegnante esposto con concisione euclidea, ma con la lucidità caratteristica della scuola 
matematica francese; viene poi applicato ad esempi interessanti consigliati, sia dal loro 
intervento nell'architettura (arcate, nicchie, ecc.), sia dalle svariate cons^uenze geo- 
metriche a cui conducono: limitiamoci a segnalare gli sviluppi (pp. 1 13-1 18, 1 21-122) 
relativi alla costruzione degli assi d'un'ellisse determinata da una coppia di diametri con- 
iugati (cfr. [139]) e (p. 125) alcune nuove proprietà delle sezioni coniche (cfr. [218]). 

Originalità assai maggiore presenta la H* Parte del Cours in questione (^Curve e 
superficie, complementi teorici ed applicazioni). Ivi l'Autore, profittando della maggiore 
libertà concessa nel 1867 agli insegnanti dal Consiglio di perfezionamento della Scuola 
politecnica, si propose di mostrare come la Geometria cinematica porgesse mezzi pos- 
senti per risolvere con uniformità, semplicità ed eleganza, e senza chiedere l'ajuto del- 
l'Analisi, tutte le questioni essenziali relative a curve e superficie. Del largo uso che 
egli fece dei propri lavori precedenti il lettore ebbe già implicita notizia dai numerosi 



'49) Queste due edizioni non differiscono che per alcuni miglioramenti nei particolari, mentre il 
piano generale è lo stesso. Nel nostro resoconto noi ragioneremo, per ragioni evidenti, sulla 2*. Nel 
presentare la i* all'Accademia dei Lincei, il Cremona ebbe per Topera del Mannheim parole di vivo 
elogio, perchè egli la trovò possedere <c al più alto grado quelle doti di perspicuità ed eleganxa che 
raramente mancano in trattati francesi » [Atti della R. Accademia dei Lincei (1879-80), Transunti, 
voi jy, p. 6pJ. 
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richiami ai Cours sparsi nelle pagine preœdenti, richiami che ci dispensano dal tediarlo 
ora segnalando i punti di contatto fra il Cours stesso e le anteriori pubblicazioni del 
nostro geometra. 

Prima di esporre il contenuto della H* Parte di esso, giova avvertire come da essa 
emerga nel modo più luminoso che il Mannheim apparteneva alla categoria che il Poin- 
caré chiama dei geometri intuitivi '^); non si cerchino quindi nel Cours de Géométrie 
descriptive considerazioni pienamente rigorose o precise deterrai nazioni del campo di va- 
lidità di proposizioni o di metodi; in qualunque punto di una delle curve o superficie 
considerate viene tacitamente postulata l'esistenza di rette o piani tangenti od osculatori, 
onde tali enti geometrici si ammettono essere sempre quali l'ordinaria Geometria insegna 
a generare e quali vengono offerti dalle applicazioni: resta quindi intatta la questione 
dei limiti di applicabilità dei risultati ottenuti, questione certamente attraente ed impor- 
tante, che il Nostro autore non ha nemmeno enunciato, pago di avere escogitate me- 
todi bellissimi e degni di fiducia amplissima, se anche non sconfinata. 

La segnalata attitudine del Mannheim manifestasi sotto luce meridiana sin dalle 
prime pagine di quella H* Parte, ove le generalità sulle curve e sulle superficie vengono 
semplicemente enunciate, senza schiettamente distinguere quelle provenienti dalla semplice 
intuizione, da quelle che rappresentano il risultato delle prime applicazioni dell'Analisi 
alla Geometria. Seguono tosto le definizioni e le proposizioni più essenziali concernenti 
il movimento di una figura piana nel proprio piano, con interessanti applicazioni all'el- 
lisse, all'epicicloide e ad altre curve. Passando allo spazio, vengono anzitutto considerate 
le curve gobbe, con speciale riguardo all'elica cilindrica, e poi le superficie rigate: ma 
lo studio di queste viene provvisoriamente interrotto, per essere ripreso ed esaurito dopo 
Tesposizione delle proprietà fondamentali dei movimenti nello spazio e l'applicazione 
d^li stessi alla teorica della curvatura delle superficie. Ritornando alle superficie che 
contengono oo' rette, il Mannheim investiga esaurientemente, dal punto di vista della 
Geometria descrittiva, le superficie elicoidi rigate, arrestandosi con visibile compiacimento 
sulle superficie delle viti a filetto triangolare o quadrangolare : la trattazione, pure senza 
perdersi in particolari superflui, ha tutta la desiderabile ampiezza; le costruzioni esposte 
sono, in parte originali, ma tutte elegantissime. Seguono due sostanziosi capitoli sulle 
superficie sviluppabili (in particolare su quelle di eguale pendenza) e sulle rigate in ge- 
nerale **'), a cui seguono nuovi sviluppi di Geometria cinematica. L'ultimo argomento 
trattato può dirsi un complemento a quanto nella I* Parte si espose intorno ai piani 
quouti, dal momento che si riferisce alle superficie topografiche. 

In questi rapidi cenni abbiamo dovuto forzatamente passare sotto silenzio buon nu- 



»50J Vedi la conferenza: Du rôle dt Viniuitìon et de la logique en mathématiques [Conapte rendu 
du IT Congrès International des Mathématiciens (Paris, Gauthier- Villars, 1902), pp. 115-130J. 

**') Sembrad opportuno di attrarre qui Tattenzione del lettore sulla seguente questione di cui il 
Nostro asserì di possedere due soluzioni: Una retta costantemente tangente a tre superficie genera una 
fidata; costruire la tangente aUa curva di contatto di essa con una delle superficie date [L'Intermédiaire 
des MathänatJdens, t. VI (1899), p. 124]. Vedi anche Ibid., t. IX (1902), p. 522, Question 2498. 
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mero di cose interessanti adunate nell*opera in questione (per esempio i molteplici svi- 
luppi relativi al tracciamento delle ombre e le innumerevoli proprietà di curve e superfide 
particolari); lo facemmo, e perchè ci sentiamo sospinti dalla lunga via, e perchè il Cours 
in questione, in venticinque anni di vita, consegui già grande notorietà. Tuttavia, prima 
di volgerci ad altro argomento, vogliamo soggiungere due osservazioni; e cioè che m^ 
diante tale opera il Mannheim ha luminosamente dimostrato che i cultori della Geometria 
descrittiva possono fare sicuro assegnamento sulla Geometria cinematica come prezioso 
metodo di scoperta di costruzioni convenientissime, come ausiliare agile e vigoroso, e 
che le numerose citazioni sparse a larga mano in tutto il Cours fanno fede della vasta 
coltura, della solida erudizione del Mannheim, cose di cui forse taluno poteva essere 
tentato di dubitare considerando l'impronta personale e la rigorosa unità (confinante 
con Tunilateralità) di tutta la sua produzione scientifica. 

in. — Un Autunno rimuneratore. 

Il vasto campo coltivato dal Mannheim con geniale perseveranza si era mostrato 
tanto fecondo che, circa quarant'anni dopo di avere cominciato a dissodarlo, egli giu- 
dicò fosse giunto il momento di falciare la messe omai biondeggiante e trasformarla in 
vitale nutrimento per le generazioni venture. 

Il progetto di erigere in un corpo di dottrina la Geometria cinematica aveva già 
lusingato il Bobillier, che avevalo a lungo accarezzato e poi abbandonato solo quando 
la gelida ala della morte lo aveva colpito '^). Il Mannheim stesso ne aveva misurata 
l'importanza sino dagli esordi della sua carriera '^) e vi aveva dato un principio di 
attuazione col suo Cours de Géométrie descriptive; ora TefFettuazione di esso è rappre- 
sentato da un poderoso volume [184], destinato a documentare i suoi diritti a venire 
considerato siccome il primo legislatore di una nuova e belb provincia di cui, in parte 
per merito suo, erasi arricchito il regno della Geometria ; in esso trovansi coordinati 
riassunti, talora anzi semplicemente riprodotti, i principali dei suoi lavori geometrici : tale 
natura dell'opera che ora ci apprestiamo ad analizzare spiega le molteplici citazioni che 
dì essa facemmo nelle pagine precedenti e risulterà meglio da quanto segue. 

I Principes et développements de Géométrie cinématique constano di tre parti ed un'Ap- 
pendice. 

La I* Parte concerne la Geometria del piano, con un cenno finale sulla Geometria 
sferica, la II* la Geometria dello spazio, mentre nella IH* sono raccolte svariate appli- 
cazioni. 

Definita la Geometria cinematica^ come dottrina dei movimenti indipendente dalla 
considerazione delle forze e del tempo, e lo spostamento (déplaument) come movimento 
indipendente dalla considerazione della velocità, il Mannheim espone nella P Parte della 



'5») Veggasi a questo proposito uninteressante Nota storica del Nostro nel Ulntermédiaire des 
Mathématiciens, t. Vili (1901), p. 330. 

^53) Cfr. la chiusa della Memoria [14]. 
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sua Opera le più essenziali proprietà del centro d'istantanea rotazione ed il conseguente 
metodo per costruire le normali ad una estesa classe di curve : la fecondità di tale me- 
todo risulta da molti esempi, alcuni dei quali desunti da lavori precedenti ([90], [120], 
[121]). Si passa poi allo studio del movimento in un piano d'un triangolo variabile '^), 
con applicazioni (cfr. [io], [12], [14]) alla ricerca dei centri di curvatura di alcune linee 
piane, ed alle analoghe questioni (cfr. [13]) relative alle linee descritte od inviluppate 
da punti o linee appartenenti ad una figura piana moventesi comunque nel proprio 
piano. Le. seguenti ricerche. sugli spostamenti di un poligono piano conducono il Man- 
nheim a formole generali, che il Bour inseri nel 1° Fascicolo del suo Cours de Mécanique 
et Machines professé à V École polytechnique (Paris, 1865), e di cui qui si veggono molte 
belle applicazioni alla costruzione di normali e centri di curvatura (cfr. [14], [27], [28]), 
alla teoria delle caustiche piane [160] ed alla dimostrazione delle proprietà dei più noti 
sistemi articolati (cfr. [90], [150], [205]). La I* Parte dell'opera in questione si chiude 
con la riproduzione del lavoro [26] sulle curve piane e sferiche considerate come inviluppi 
di cerchi, riproduzione fatta per porgere il destro all'Autore di porre i fondamenti della 
Geometria cinematica sferica. 

Nella n* Parte ritroviamo anzitutto (pp. 97-126), con pochi ritocchi di forma e 
qualche nuova applicazione alle superficie rigate ed alle elicoidi, la fondamentale Me- 
moria del Mannheim sul movimento infinitesimo d'un solido [48], su cui è superfluo 
ritornare ora; altrettanto faremo riguardo alle pagine seguenti (pp. 127-141) che nulla 
apprendono a chi conosce altri scritti ([41], [118], [119]) del Nostro. In tal modo egli 
ha adunato tutti i materiali per erigere una teoria geometrica della curvatura delle su- 
perficie; ad essa sono consacrate le pp. 141- 160, nelle quali si ritrovano raccolte in 
buon ordine, e con le aggiunte rese necessarie dalla logica concatenazione, le proposizioni 
contenute in Memorie a noi già note ([58], [60], [64], [77], [78], [82]). 

Ritornando alla Geometria cinematica, il Mannheim si volge allo studio di movi- 
menti per qualche ragione specializzati, cominciando dal moto d'una retta [68]; ed in- 
troducendo poi la condizione [164] che tutti i punti di essa descrivano delle ellissi, si pro- 
cura gli elementi per l'indagine del movimento d'una figura rigida di cui ogni punto 
descriva una linea di second'ordine. Seguono poi le ricerche, di cui già facemmo cenno 
([i68}{i7o]), sul moto di una retta di cui quattro punti descrivono altrettante sfere 
con i centri coplanari, dalle quali ricerche egli assurge a considerazioni generali sul 
movimento di una retta di cui quattro punti sono soggetti a descrivere ciascuno una 
superficie data '^). Ritroviamo poi i risultati dello studio [148] del movimento di una 
retta, tre punti della quale stanno sulle facce d'un triedro trirettangolo e quindi la teoria 



'54) Per l'analogo moto nello spazio vedi la Questione ni proposta dal Nostro nel L'Intermé- 
diaire des Mathématiciens, t. I (1894), p. 81. 

*5S) Veggasi anche la soluzione data dal Nostro alla Questione 998 del L'Intermédiaire des Ma- 
thématiciens [t. IV (1897), pp. 2IO-2II]. 

Rmd. drc, UâUm. PmUrtM, t. XXVJ (lO gemestre 1906). — Sumpalo il 12 febbraio i^cÄ. <k 
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(cfr. [153K156]) dell'iperboloide articolato '^ e le proprietà essenziali della poloide 
e dell'erpoloide. Pure a noi già note (cfr. [142]) sono le successive investigazioni intomo 
al moto di un diedro rigido e di un fascio di piani, nonché le proposizioni risultanti, che 
mettono in luce l'analogia fra la Geometria cinematica di una punteggiata e quella di 
un fascio di piani (cfr. [73], [81], [179]): rileviamo la costruzione che se ne trae per 
l'iperboloide osculatore lungo una generatrice all'iperboloide definito da tre curve o su- 
perficie direttrici. Relazioni utili provengono dal supporre infinitesimo il moto dd diedro 
considerato; applicandole al caso in cui le facce del diedro siano le sezioni prindpafi 
in un punto qualunque di una superficie si ottiene una teoria completa del paraboloide 
delle otto rette '^^. Il Mannheim vi riattacca lo studio ([100], [102]) delle superficie 
i cui raggi di curvatura sono funzioni l'uno dell'altro ed alcune osservazioni concementi 
il movimento di due notevoli triedri trirettangoli, cioè il triedro principale di una curva 
gobba '^ e il triedro avente per spigoli la normale in un punto ad una superficie e 
le tangenti ivi alle corrispondenti linee di curvatura. 

Dopo alcune considerazioni dotate di più vasta portata (pp. 240-245) sul movimento 
di una figura rigida soggetta a condizioni multiple, ritroviamo (pp. 246-258) l'essenza 
delle ricerche del Mannheim [91] sul moto d'un solido soggetto a quattro condizioni, 
uno studio (pp. 258-268) della conoide di Plücker, considerata nei suoi rapporti con 
la Cinematica (cfr. [159]) e, dopo un cenno della rappresentazione piana degli sposta- 
menti di una figura rigida con due gradi di libertà (cfr. [144]), la teoria dei pennelli 
di raggi e delle normalie [64]. Come epilogo il Nostro autore traccia le prime linee 
d'una teoria del movimento d'un solido soddisfacente a tre sole condizioni. 

Nella in* Parte, sotto il titolo di ApplicaTjoni diverse^ il Mannheim raccoglie le 
risultanze di indagini di cui già parlammo: costruzione del centro di curvatura dell'el- 
lisse di Cassini [176]; proprietà delle normali a superficie algebriche e in particolare 
alle quadriche [75]; teoria delle superficie rigate [113]; contatti di terz'ordine delle 
superficie [61]; soluzioni geometriche di problemi che concernono le superficie e di- 
pendono da infinitesimi del terz'ordine [84]; proprietà delle superficie parallele [133]; 
costruzione del centro di curvatura dell'evoluta del contorno apparente d'una superficie 
projettata ortogonalmente su di un piano [165]; teoria geometrica delle curve di Ber- 
trand [66]; metodo di trasformazione in Geometria cinematica ([i68]-[i7o], [179]); 
moto di una figura rigida di cui tutti i piani passano per altrettanti punti fissi [173]; 
superficie delle onde; movimento del doppio cono ([171], [172]). Chiudono questt 
in* Parte alcune ricerche inedite, che risalgono al 1870, sul movimento infinitesimo 
d'un poliedro variabile (pp. 457-475) ed aventi lo scopo di generalizzare allo spazio i 
risultati di studi precedenti sulla deformazione d'un poligono. L'utilità delle formole con- 



*5ö) Cfr. una Nota storica del Mannheim nel L'Intermédiaire des Mathématiciens [t IV (1897), 

»57) Per un complemento veggasi [196]. 

^^^) Un'aggiunta a questo passo dei Principes trovasi nella Nota posteriore [198]. 
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seguenti emerge dai molti ed importanti problemi di cui esse porgono la soluzione; ci- 
titmo quelli che d sembrano i più cospicui: 

Una retta si muove con la condi:^ione che quattro suoi punti descrivano altrettante 
superficie: costruire l'asse di curvatura della trajettoria descritta da un suo punto arbi- 
trario. Sopra una rigata (G) sono tracciate due curve (m), («): costruire il piano normale 
in un punto della curva luogo dei punti che dividono il segmento mn in un dato rap- 
porto. Una retta tangente in a, b a due superficie k limitata in m,n a due altre : costruire 
la normale alla superficie luogo dei punti che dividono il segmento mn in un dato rap- 
porto. Ecc 

Da questo arido schema delle tre parti costituenti l'opera in discorso si scorge come 
in esse abbiano a trovar posto quasi tutte le ricerche del Nostro ; alcune altre si incon- 
trano ndi^Appendiu ove sono in primo luogo riprodotti i suoi primi lavori di Geometria 
cinematica ([io], [12], [14]), le sue belle indagini sul luogo delle posizioni successive dei 
centri di curvatura d'una linea che ruzzola sopra una retta [15] e sulla lunghezza com- 
parata degli archi di curve differenti [30]; sono poi additate alcune proprietà delle spi- 
rali sinusoidi e di altre linee ad esse collegate [97], un modo speciale di rappresenta- 
zione delle superficie rigate ([io5]-[io7], [112]) '^), alcuni teoremi sulle curve di 
Bertrand [149] e sulla superficie delle onde [116] e delle eleganti costruzioni pel raggio 
di curvatura d'una conica ([174], [182]); da ultimo si rilegge la grande Memoria [143] 
che il Nostro consacrò all'Ottica geometrica. 

Con tale Appendice il Mannheim fini per rendere l'opera te^tè compendiata un 
quadro fedele e completo della propria produzione scientifica: come tale essa possiede 
un valore indiscutibile, grande, permanente. Non v'ha dubbio però che se egli avesse 
avuto ü coraggio di omettere qualche lavoro secondario e di operare in altri alcuni 
tagli, apportandovi qualche modificazione di forma, avrebbe tolto alla sua grande pub- 
blicazione l'apparenza di mosaico sotto cui in parte si presenta e vi avrebbe dato so- 
stanza e forma di esposizione veramente metodica della Geometria cinematica. Né va 
taciuto come la stessa pubblicazione ponga in evidenza essersi il Mannheim consacrato 
toto corde a questa disciplina, non già come ad uno dei rami della teoria dei moti e 
delle forze, ma sibbene come ad un'ausiliare preziosa nella scoperta dei fenomeni offerti 
dall'estensione figurata: infatti, mentre essa è, riguardo alle applicazioni a curve e su- 
perficie, di una ricchezza imponente, per converso non contiene tutti i concetti essen- 
ziali nello studio geometrico dei movimenti; ad esempio in essa cercherebbesi indarno 
il fecondo principio dell'inversione dei movimenti, una delle più geniali scoperte di 
ChasleS) a cui, ad esempio, Â. Schoenfues assegnò una pane fondamentale in una 
sua ben nota esposizione della geometria cinematica '**). 

Un certo numero di aggiunte ai Principes et développementes si leggono in alcuni 
brevi lavori, alcuni incidentalmente ricordati più sopra, altri da esaminarsi ora. 



'60) Cfir. la solnxkmc data dal Mannheim per la Questione 1730 del L'Intermédiaire des Mathé- 
QatSdciis [t Vn (1900), p. 228]. 

'^^ Geometrìe der Bewegung in synthetischer Darsteüung (Leipzig 1886). 
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Occupiamoci anzitutto di quelli contenenti ulteriori sviluppi ed applicazioni dei me^ 
todi suggeriti per la ricerca delle normali e dei centri di curvatura alle linee piane. In 
uno [199] è risoluta geometricamente la seguente questione, proposta dal Duporcq: 
Per un punto arbitrario di una curva C si conduca una retta r formante con una dire- 
T^ione assegnata un angolo eguale a quello fatto con quella dire^ne dalla corrispondente 
tangente di C; costruire il punto di contatto di r col proprio inviluppo. In due altri ([210], 
[2x1]) leggesi una trattazione cinematica esauriente delle proprietà delle curve piane 
tali che le loro normali staccano da una reità fissa segmenti proporzionali agli archi di- 
scritti dai relativi punti d'incidenza '®'). In un quarto [217] ci basti segnalare la co- 
struzione del untro di curvatura dell'inviluppo di una retta che interutta sopra una curva 
data un arco di lunghezza costante. 

Una terna di brevi Note del Mannheim si riferisce al problema seguente : daA 
sulla normale A in un punto a d'una superficie (S) i centri di curvatura della curva 
di contorno apparente di (S) relativi a tre direzioni differenti dei raggi visuali, determi' 
nare gli elementi principali di curvatura di (S) nel punto a. Una soluzione risulta da 
una proprietà dell'indicatrice di una superficie che il Mannheim enunciò [186] e poi 
dimostrò in parecchi modi ; mentre una seconda ([185], [191]) è corollario d'un teorema 
relativo alla conoide di PlOcker che completa un passo (p. 269) dei Principes et 
développements. 

Alla Geometria infinitesimale, non delle superficie, ma delle curve sghembe, appar- 
tiene un lavoretto [201], la cui importanza non deve commisurarsi dalla mole, nel quale 
trovansi dimostrate geometricamente le formole di Frenet : se non erriamo, è questo 
il primo e ben riuscito tentativo per introdurre tali formole in una trattazione sinteria 
delle curve sghembe. 

Per rendere completa l'enumerazione dei contributi del Mannheim alle varie bran- 
che della Geometria, fa mestieri che accenniamo, finendo, ad alcuni brevi scritti che, 
verso il tramonto della sua vita, egli dedicò alla Geometria elementare e che pubblicò 
in parte pseudonimi, indubbiamente perchè vi annetteva scarsa importanza : uno [193] 
contiene una semplice dimostrazione della relazione approssimata 

^ + 0,0047 = 1/2 -j-ZJ; 

un altro [204] concerne la curva, composta di archi circolari fra loro raccordati, che 
gli architetti francesi chiamano anse de panier; mentre i rimanenti ([212], [214], [220} 
[224]) concernono la Geometria del triangolo e provano come anche il Mannheim 
siasi lasciato trascinare da una notissima corrente di idee. 



'^') Cfr. gli articoli di Picaou i^Sur Us hélices cylindriques dont les normales principaks rmccrn- 
treni une droite fixe) e Duporcq (Remarque sur la Note précédente) nelle Nouvelles Annales de Madie- 
nuaiques, IV^mc sène, L U (190a), pp. 177-181 e i8i-iS4. 
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IV. -Pax! 

n numero e Timportanza delle scopene compiute dal Mannheim in tutta la Geo- 
metrìa '*■) ne diffusero la rinomanza in tutto il mondo scientifico '^). Sino dal 1872 
l'Istituto di Frauda conferivagli il premio Poncelet pel complesso delle sue pubblica- 
zioni '^); più tardi un grande numero di sodalizi scientifici gareggiarono nel rendergli 
omaggio e sarebbe appunto questo il momento di enumerare tutte le Società ed Acca- 
demie che reputaronsi onorate chiamandolo nel proprio seno; ma ce ne asteniamo 
perchè, ove lo facessimo, ci parrebbe di recare un postumo oltraggio alla fiera modestia di 
chi, in qualunque occasione, si fregiò esclusivamente dei titoli a cui davagli diritto il 
suo posto nell'esercito francese '^) e la sua posizione nel pubblico insegnamento. Tut- 
tavia, di uno speciale ricordo è meritevole la cerimonia senza precedenti fatta nell'Aula 
magna della Scuola politecnica il 14 dicembre 1901, quando egli, colpito dall'inesorabile 
legge sopra i limiti d'età, fu costretto a scendere dalla cattedra dalla quale aveva edu- 
cato al sano geometrizzare trentotto generazioni di studenti, circa novemiìa discepoli, 
costituenti il fiore della gioventù francese '^. 

Fu questa l'ultima gioja che la sorte concesse al valoroso geometra! 

Crudelmente colpito dalla morte d'una figlia diletta, egli, al pari del poeta de Les 
contemplations in circostanze luttuosamente analoghe non chiese più 

A la création immense 

Qji'un peu de silence et de paix. 

Strappato a forza dalla sua cattedra, egli non abbandonò la ricerca scientifica '^, 
ma nell'ultima fase della propria esistenza si dedicò con maggiore impegno a quelle 
opere di carità, che non erano mai rimaste estranee al programma della sua attività; 
cosi, per un'altra ragione, un rimpianto unanime segui la notizia della sua morte, av- 
venuta in Parigi I'll Dicembre 1906: che se tale sentimento non ebbe clamorose ma- 



'®') Giova qui notare che la sua capacità di maneggiare l'Analisi è attestata dalle Solutions of 
two Questions (5492, 5544) proposte da Hermits [Educational Times, VoL XXIX (1878), pp. 76-79]. 

'^3) Cfr. le numerose citazioni di lavori del Mannheuü che trovansi nell'articolo Kinematik scrìtto 
da A. ScHOENFLiBS per VEncyklopààie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, (1902). Gli scritti 
rebtivi alla Geometrìa della retta sono in parte rìcordati da K. ZmDLER nella sua relazione : Die Ent- 
wickhtng und der gegenwärtige Stand der differentielìen Liniengeometrie [Jahresbericht der Deutschen Ma- 
thematiker-Vereinigung, Bd. XV (1906), pp. 185-213]. 

'*♦) Cfr. Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, t. LXXIX 
(2*«« semestre 1874), p. 1537. 

1^5) Egli raggiunse U grado di colonnello e fu insignito della commenda della legione d'onore. 

'^ Particolari su tale cerimonia si leggono nell'articolo : Hommage rendu par l'École Polytechnique 
ì Monsieur le Colonel Mannheim [Journal de l'École Polytechnique, Il^œ« série, Vllim« Cahier (1902), 
pp. 221-233]. Cfr. ahresl: E. Duporcq« Un hommage au Colonel Mannheim [Nouvelles Annales de Ma- 
diématiqucs, IV*»« sèrie, t. II (1902), pp. 25-27]. 

'•T) Lo provano i lavori [2io]-[224]. 
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nifestazioni pari alla profondità ed universalità di esso, gli è che per volere dell'estinto 
nessun discorso venne pronunciato suUa sua tomba. 

La fiera modestia, di cui questo ultimo desiderio è nuova ed impressionante at- 
testatone) non dev'essere scambiata come scarsa considerandone del Mankhbim per l'o- 
pera propria; giacché sarebbe agevole raccc^liere dai suoi scritti moke frasi dimostrami 
come ^li ne misurasse esattamente l'alta imporunza, sia dal punto di vista del metodo 
(doè come contributo alla Geometria pura), sia come rappresentante un reale progresso 
nelle nostre cognizioni positive. 

Tuttavia, riguardo al primo aspetto della propria produzione, ^li non avrà tardato 
1 riconoscere, con amarezza e dolore, come spento Chasles, non gli riuscisse di galva- 
nizzare il corpo che, concepito da Euclide e ravvivato da Pokcelet, sullo scordo dd 
secolo XIX sembrava affetto da paralisi progressiva. L'Analia, riconquistata una nuova 
volu l'egemonia, attraeva ed assorbiva le forze migliori, consigliando e sospingendo 
coloro che sentivansi sedotti dell'eterno fasdno della Geometria a coltivare la teoria 
degli enti algebrid, la cui creazione sarà perenne titolo di gloria per quest'ultimo tren- 
tennio. A tale mirabile movimento il Mannheim si mantenne totalmente estraneo; dd 
relativi scritti egli s'interessava unicamente in quanto servivano di eccitanti al proprio pen- 
siero, soltanto in quanto avessero virtù di suggerirgli nuove questioni, a cui applicare i 
sucÀ metodi prediletti; ma essi mai ebbero la forza di allontanargli dalle labbra la coppa 
a cui (per usare una felice imagine di A. de Musset) egli costantemente abbeveravaa. 
Ciò gl'impedl di fare sua propria l'opinione sempre più difiìisa della necessità del rigore 
assoluto negli enunciati e nelle dimostrazioni delle proposizioni matematiche, gli fece 
lasdare nell'ombra le esatte determinazioni di s^ni nelle figure e di applicabilità dd 
teoremi e dd metodi, e gli vietò di prevenire le critiche di cobro che asseriscono 
essere tunora sub judiu qualunque proposizione la cui dimostrazione non sia in ogni 
sua parte inoppugnabile. 

Ma se, lasdando in disparte le considerazioni di metodo, per loro natura temporanee, 
noi abbracciamo nd loro insieme la totalità delle questioni a&ontate dal Mannheim, 
riconosceremo che, nd vasto oceano da lui solcato cora^osamente in mtti i sensi, mai 
ebbe a patire Tonta d'un naufragio, sicché l'orma da lui impressa sul cammino che 
guida alla verità è cod vasu e profonda che il tempo non potrà cancellarla. Mentre se 
d proponiamo di misurare la forza ed estensione degli strumenti che egli seppe foggiare, 
perfezionare od usare d sentiremo infiammati di ammirazione e di fede nd loro awe^ 
nire, ricordando che « il sentiero dd giusti è come la luce che spunta, la quale va 
vieppiù risplendendo finché sia chiaro giorno » "^ 

Alle pagine da lui scritte dovranno ricorrere, non soltanto il puro geometra, deside- 
roso di apprendere soluzioni sempHd ed elianti e di toccare gli ultimi confini dell'o- 
dierno impero geometrico, ma indistintamente tutti coloro che agognano di conoscere 
completamente le qualità di (òrma che sono possedute dal nostro spazia L'uno e gli altri 



di 
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non tarderanno cosi a riconoscere che egli per primo riuscì a piantare il vessillo vittorioso 
della scienza su molte vette ritenute dianzi inaccessibili, ricorrendo a veicoli che, se anche 
non possono giudicarsi di assoluta stabilità e completa sicurezza, sono del tipo di quelli 
che i pioneri della scienza sogliono usare con superba disinvoltura, per schiudere ai con- 
temporanei r^ìoni feconde, dianzi inaccessibili. 



ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI MATEMATICHE 
DI A. MANNHEIM. 



ATTBmTBWZA. 

Nel presente Elenco (nel compilare il quale fui validamente assistito dal Ch."° Prof. Cuccia, a 
cm esprìmo la mia più viva gratitudine) non vennero incluse le numerose questioni proposte e risolute 
dal Mannheim nelle « Nouvelles Annales de Mathématiques », nel « L'intermédiaire des Mathématiciens », 
ed în altri periodici; alcune portano Tesplicita indicazione dell'autore, mentre di altri l'autore è indicato 
come «Ancien élève de Mathématiques spéciales » '®ö) o col pseudonimo «Canon»; i più interessanti 
fra tali scritti minori si trovano citati nel testo. Da notarsi che tutte le pubblicazioni del Mannheim, 
anche se portano tìtoli in inglese, sono scritte in francese. 
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'^) Fra queste trovtnsi (Nouvelles Annales) le soluzioni delle qaestioal 
i^ç-xSSé per Fammissione alla Scuola politecnica. 
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1857. 
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pour certains lieux géométriques. Applications à la détermination du centre de 
courbure des coniques. 

Nouvelles Amiales de Mathématiques, I*« série, tome XVI (1857), pp. 322-332. 

1858. 

[il]. Sur la théorie des roulettes. 
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[12]. Constructions du centre de courbure de la courbe, lieu des points dont les distan- 
ces à deux courbes données sont dans un rapport constant. 

Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo I (1858), pp. 364-369. 

[13]. Construction des centres de courbure des lignes décrites dans le mouvement d'une 
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'70) Per una correzione: Ibid., id., tome XVI (1857), p. 390. 

'7*) Per quanto concerne le pubblicazioni della Société PHU.OMATHiauB de Paris, la loro di- 
stribuzione in serie e il posto che vi occuparono da prima (1827-183 1) il «Bulletin des Sciences» di 
Férussac e poi (1836-1875) il «Journal l'Institut», veggasi la prefarione del sig. Léon Vaillant 
alla Table générale par noms d'auteurs des Articles contenus dans les cinquième, sixième et septième séries 
dfs Bü}}eHns ('Paris, au Siège de la Sodétë, 1890). [g. b. g.]- 
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Ibid., id., id. (séance du 7 mai 1864), p. 58. 

[35]. Sur la construction du centre de courbure des anallagmatiques. 
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[39]. Transformation par polaires réciproques des propriétés relatives aux rayons de 
courbure. 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, II* série, tome XI (1866), pp. 193-210. 

[40J. Lettre concernant la collection de Mémoires de Lagrange, de Monge, de Laplace, 
etc., transmise par M. Biot à M. Edm. Bour, et léguée par celui-ci à l'Académie. 

Comptes rendus hebdomadaire des séances de TAcadémie des Sciences (Paris), tome LXII 
(ler semestre 1866), pp. 838-839. 
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DEUXIÈME CONGRUENCE LINÉAIRE DE CUBIQUES GAUCHES. 
Par M. M. Stuyvaert (Gand). 



Adunanxa dell '8 dicembre 1907. 



La matrice 



0) 



V. 



h" 



de six formes linéaires en x^ , x^ , jc^ , x^ s'annule pour les points d'une cubique gauche 
Si les coefficients de ces formes sont des fonctions entières de trois paramètres homo- 



gènes, 



"xt 



«aJ «,. 



qui peuvent être regardés comme les coordonnées d'un point x dans 



un plan (a), on a oo* cubiques gauches, ou une congruence de ces courbes. 

Nous avons exposé les propriétés d'un système pareil, que nous avons appelé gtM 
G dans notre Étude de quelques surfaces algébriques engendrées par des courbes du second 
et du troisième ordre ') chap. HI; cette congruence ou gerbe G est l'ensemble des 
cubiques gauches ayant en commun deux points et trois bisécantes; elle a pour équa- 
tions 

S^x «a< «3< 
b. b' VI 



= o 



et admet, comme cas limites, la gerbe de Reye formée des cubiques par cinq points et 
la gerbe de R. Sturm formée des cubiques ayant même tétraèdre d'osculation. 

Vers la même époque, M. Veneroni ") a examiné les congruences de courbes 
gauches algébriques d'ordre m et de genre w ; il a considéré celles de ces congruences 
qui sont d'ordre /> et de classe ^, en entendant par là que p courbes passent par un 
point arbitraire de l'espace et que q d'entre elles ont pour bisecante une droite donnée; 
il a ensuite attribué à /> et y les valeurs les plus simples et appliqué ses résultats aux 
cubiques. Il a découvert notamment deux types de congruences de premier ordre et de 
première classe. 



') Gand (Hoste) et Paris (Gauthier- ViUars), 1902. 

*) Sopra alcuni sistemi di cubiche gobbe [Questi Rendiconti, t. XVI (1902), pp. 209-229]; Sta vari 
api di congruente bilineari di cubiche gobbe [Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie II, voL XXXVII 
(1^4), pp, 259.261. 
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En novembre 1905, nous avons, dans une Note insérée dans les Comptes rendus 
de l'Académie des Sciences de Paris ^), esquissé une méthode donnant la classification 
et la représentation analytique de toutes les congruences linéaires de cubiques gauches, 
pour autant que les paramètres a ne figurent qu'au premier degré dans la matrice donnée. 
Nous avons indiqué là six types de congruences, parmi lesquels nous avons retrouvé 
les deux systèmes de M. Veneroni. Notre Note des Comptes rendus, étendue à des 
systèmes de variétés algébriques plus élevées et accompagnée de la solution de quelques 
questions connexes a été publiée in extenso dans le Journal für die reine und ange- 
wandte Mathematik *). Une partie de ce travail est reprise dans un ouvrage d'ensemble 
couronné par l'Académie royale de Belgique (Prix François Deruyts, 1902- 1906) et 
qui doit paraître prochainement dans les Mémoires de la Société Royale des Sciences de 
Liège sous le titre: Cinq études de Géométrie analytique ^). 

Chacun des six types de congruences dont nous avons établi l'existence peut être 
étudié séparément suivant le modèle que nous avons donné pour la gerbe G. Nous 
avons exposé la théorie de l'un de ces systèmes qui est en même temps le premier 
type de M. Veneroni et qui contient comme cas particulier précisément cette gerbe G, 
dans un Mémoire paru dans les Bulletins de l'Académie Royale de Belgique (mai 1907)^; 
les équations de cette congruence peuvent se réduire à la forme 

f. f: /; 

Enfin, dans le présent travail, nous étudions une deuxième congruence de cubiques 
gauches. Ce système est du premier ordre et, en général, de troisième classe ; dans un 
cas particulier il est de première classe et se confond alors avec le deuxième type dé- 
couven par M. Veneroni. Dans les pages qui vont suivre, nous aurons à invoquer 
parfois des résultats que nous avons établis dans un autre travail paru dans les mêmes 
Bulletins de Belgique (mai 1907) ^. 

Notre Étude actueUe n'est pourtant point calquée servilement sur nos travaux ana- 
logues relatifs à d'autres systèmes de cubiques : dans ces écrits antérieurs, nous insistions 
sunout sur les surfaces engendrées par les cubiques du système quand on les assujettit 
i une condition supplémentaire; ici au contraire nous donnons une importance prépon- 
dérante à l'étude des éléments singuliers. C'est dire que nous ne prétendons pas avoir 
épuisé le sujet. 



= o. 



3) Sur Us congruences de cubiques gauches [Comptes rendus hebdomadaires des séances de TAca- 
demie des Sciences (Paris)» t. CXLI (2*^ semestre 1905), pp. 750-75 2j. 

*) Congruences de triangles, cubiques gauches et autres variétés annulant des matrices [Journal fur 
<Üe reine und angewandte Mathematik, t. CXXXII (1907), pp. 216-237]. 

5) Cet ouvrage a paru: il est édité par la maison Van Goethem à Gand. [Janvier 1908]. 

®) Une congruence linéaire de cubiques gauches [Bulletins de la classe des Sciences de l'Académie 
Royale de Belgique (1907), pp. 470-514]. 

7) Sur Vinvariantologie de la cubique gauche [Bulletins de la classe des Sciences de TAcadémie 
Vale de Belgique (1907), pp. 5I5-537J- 

Hmi. Ort. UâUm, PsUrmo, t. XXVI (a^ semestre 1908). ^ Stampato il ) marzo 1908. 9 
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La congmence A. 



(2) 



(0 



= o. 



La congmence A dont nous entreprenons l'étude est représentée par les rdatioos 
suivantes, où j,, *,,..., ^î^, .. - sont des formes linéaires en x,, x^, x^, x^ indé- 
pendantes entre elles, et «,, a^, a^ des paramètres arbitraires; 

Parfois, pour abréger, nous représenterons aussi cette congmence 1 par Tévanouis- 

sèment de la matrice 

j A j 

X X X 

K K K 

les paramètres a^, a^, a^ étant alors implicitement contenus dans les éléments des deax 
premières colonnes. 

A tout système de valeurs de «,:«,: a^ répond une cubique -gauche de la cott- 
gmence A. 

La droite a" h" intersection des plans a'I = o, i" ^ o est une bisecante de tout» 
ces courbes et jouera un rôle considérable dans toute cette étude. 

Pour déterminer le nombre de cubiques de la congmence A qui passent par 
point donné x, il faut résoudre les équations (2) par rapport à «, :«, iä^; on trouve 
sans pdne les relations 

«.(«.*': - <*,) + '^xcx - <o + «,(/.*" - <vj = o, 
«.«*:' - a"X)+^xo: - «) + «,(/;*:' - <ù) = o, 

d'où l'on peut tirer, en général, un seul système de valeurs de a^ : «^ : a ; donc, par 
tout point de l'espace, il passe une cubique de la congmence. En d'autres termes, I« 
congruence A est linéaire ou du premier ordre. 

En résolvant les équations (3) par rapport aux a, dans le cas où le sjrstèmc de 
solutions est unique, et en désignant par p un facteur de proportionnalité, on a 



(3) 



(3') 



p«. 

p«, 
p«, 



cb" — a"d fb" — a"it 

c'b" — a"d' fV' — d'e' 

"x'^x '•x **x yx*^x '•xöjt 

fh" — a"p ab" — a" h 

J x*" X **xBx **x*' X ^x^'x 

fiK-<g: ^i^'x'-^'*: 

<Vl — a'lK c'b': — a"d[ 



Ces formules sont du quatrième degré en x, et deux facteurs s'annulent, dans 
chaque déterminant, pour a" = b'I = o ; si le point a décrit une courbe d'ordre n dans 
le plan (a), la cubique A correspondante engendre une surface d'ordre 4« ayant a" J" 
coname droite multiple d'ordre in. En général 7 «(« + 3) cubiques de la congmence 
A déterminent une surface pareille. 



) 



= o. 
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Lignes singulières de la congruence A. 

On appelle point singulier un point par où passe une infinité simple de cubiques 
et ligne singulière une ligne dont tous les points sont singuliers. La droite a" b" 
évidemment une ligne singulière, mais il y en a une autre. En effet, les équations 
) sont indéterminées en a, : a^ : «^ lorsque l'on a 

a V — a!'b^ c h" — a!' d f b" — a"^ 

^x*^x **x * ^x^x **x X Jx^x ^xBx 

a' b" — a" V c' b" — a" d' f b" — a" s' 

^x*^x **x X ^x X "^x "^x Jx X **xSx 

Les points x qui vérifient ces dernières relations sont sur un système de lignes 
Didre total égal à douze. Mais la droite a" b" est double sur toutes les surfaces du 
atrième ordre passant par ce système de lignes, et simple sur la partie à défalquer 
rbtersection de deux d'entre elles; donc cette droite est comptée trois fois dans le 
stèrne du douzième ordre, et celui-ci se complète par une courbe c du neuvième 
dre. 

Dans la congruence A, le lieu des points singuliers- se compose d'une courbe c^ du 
mhne degré et d'une droite a"b'\ 

On a vu que, si le point a décrit une courbe d'ordre n dans le plan (a), la cu- 
[ue correspondante engendre une surface d'ordre 4»; il résulte des formules (3) et 
) que la courbe c^ est multiple d'ordre n sur cette surface. 

Cubiques A par un point de c^. 

Soit y un point quelconque de la courbe singulière c^: les équations (3) sont in- 
tcrminées en a^ia^ra^ quand on y remplace x par y; alors tous les systèmes de 
leurs de ^c^ra^ra qui vérifient l'une de ces équations satisfont à l'autre; or celles 
i vérifient l'une appartiennent à une droite du plan (a); donc les cubiques corre- 
ondantes engendrent une surface du quatrième ordre ayant c^ comme courbe simple 
a"b" comme droite double. 

Les cubiques de la congruence A qui passent par un mime point de la courbe sin- 
Hire c^ engendrent une surface D^ du quatrième ordre circonscrite à utte courbe c^ et 
ant pour droite double la bisecante singulière a"V\ 

Un calcul facile prouve que la surface D^ engendrée par les cubiques A qui pas- 
K par un point )f de c^ a ce point y comme point double. Le plan {a"V'y^ coupe 
core c^ en des points 0', 0", ... ; les droites y 0\ y 0", . . . sont tout entières 
r la surface D^ qu'elles percent en deux points doubles et un point simple. Mais il 
peut y avoir que deux droites pareilles, puisque la section de D^ par le plan (a" b''y) 
ntient déjà la droite double a"b*'\ donc tout plan mené par a'*b" ne coupe plus 
courbe c^ qu'en trois points extérieurs à a" b" \ cette droite est donc une sexasécante 
fj, ce qui sera vérifié plus loin. 

Les tangentes en y aux cubiques A passant par ce point engendrent un cône du 
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second ordre ; il arrive, pour un nombre fini de points y de c^ , que ce cône dégénère 
en deux plans se coupant suivant la tangente à c^. 

Par un point arbitraire de c passent oo' cubiques A; les valeurs correspondantes 
de a, '.a^îa^ appartiennent, comme nous Tavons dit, à une droite du plan (a); toutes 
ces 00* droites enveloppent une courbe (^A) dans le plan (a). Deux tangentes â la 
courbe (^A) ont, en général, un seul point commun; donc, par deux points donnés dt 
la courbe singulière c^, il passe une cubique de la congruence A et généralement une 
seule. 

Aux points de la courbe ÇA) répondent des cubiques A touchant c en un point 
// existe une cubique A et généralement une seule touchant c en un point donné. 

Cubiques A par un point de a"b". 

Si un point x est sur la bisecante principale a"ì", les valeurs de a^ra^:» qui 
annulent la matrice (2) doivent rendre proportionnelles les deux premières colonnes de 
cette matrice, et ces valeurs correspondent, dans le plan (a), aux points d'une conique 
(C); donc, d'après une remarque antérieure: 

Les cubiques de la congruence A qui passent par un même point N de la bisecante 
principale a" b" engendrent une surface du huitième ordre Tg, ayant a*' b'* pour droiti 
quadruple et c^ pour courbe double. 

Puisque toute tangente à la courbe (^A) du plan (a) coupe deux fois une conique 
(C), on peut mener, par un point donné de la courbe c^ et par un point donné N de 
la bisecante principale a'* b'\ en général deux cubiques de la congruence A. 

n est possible d'obtenir l'équation de la surface T^ dont il vient d'être question: 
soient y^j y^j y^^ y^ les coordonnées du point N de a*'b'\ Les valeurs de a,:«,:*, 
correspondant aux cubiques A passant par N doivent, avons-nous dit, satisfaire ì l'h- 
quation 

«,^ + «a^,+«3^, ^*; + «a^; + «3^; 

ou vérifier, avec une valeur convenable de >, les relations 

«, ^ + ^Jy+ ^,gy + ^«: K + X a, i; + X «3 ^; = O. 

Entre ces relations et les égalités (3) éliminons a^, a^, a^, X; il vient facilement; 

a c f a' c' f 

y y Jy y ^y Jy 

b d g b' d' 

y y ^y y ^y 

ab''-a'lb 



(C) = 



T,^ 



XX XX 

a'b"—a"b' 



d g 


-; 
*; 


cx-ax /.*'«'-«::?; 


. 



s'y 



^j>:-a:K cj>':-a':d^ fx-<i. 

<K-<K c'X-ay, nK-'^'y, 



= a 
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On vérifie ici que tout point de a"b" annule quatre lignes de ce déterminant et 
est donc un point quadruple de la surface T^, tandis que tout point de c^ rend deux 
tignes du déterminant proportionnelles à deux autres et est donc un point double de 
la surface. 

U est géométriquement vraisemblable que le point N par où passent toutes les 
cubiques génératrices de la surface T^ présente une singularité plus élevée que les au- 
tres points de a" f; d'ailleurs l'équation de Tg, comme on le vérifie sans peine, est 
satisfaite pour x = y^ indépendamment du fait que a'^ et b'^ sont nuls. 

Ainsi le point N est au moins un point quintuple de Tg. Il en est même exacte- 
ment un point quintuple, car toute section plane par ce point est une courbe yg du 
huitième ordre à neuf points doubles sur c^ et un point multiple en N; ce dernier 
point ne peut être d'un ordre de multiplicité supérieur au cinquième, sans quoi la courbe 
y, dégénère. Remarquons en passant l'identité 

7X6 5X4 
2 2 ^ 

exprimant que la courbe yg est de genre 2. Cette courbe est hyperelliptique; elle pos- 
sède une infinité simple de couples de points tels que cHaque couple est déterminé par 
un de ses points : ces couples sont les intersections, autres que iV, du plan de yg avec 
les cubiques génératrices de Tg . 

Ainsi, la surf au Tg a le point N pour point quintuple. 

On peut encore contrôler ce résultat en considérant la conique du plan (a) dont 
Téquation (C) = o écrite plus haut est toute indépendante des formes a'I^ et b"/, on ne 
peut donc pas, dans le cas général, admettre que cette conique dégénère pour tous les 
points y de la droite a'' b". Cette courbe proprement dite du second ordre est unicur- 
sale et elle a une correspondance unidéterminative avec les cubiques génératrices de Tg 
et par suite avec leurs tangentes en N; celles-ci forment donc un cône unicursal à 
génératrice quadruple a''^'; donc ce cône est du cinquième ordre, et le point N est 
quintuple sur T^. 

Voici quelques conséquences et quelques autres vérifications: 

// existe une seule cubique A passant par le point N de a" è" et y touchant un plan 
donné mené par a"V''y car ce plan coupe le cône quintique des tangentes suivant une 
génératrice quadruple et encore une autre génératrice. 

// existe trois cubiques \ passant par N et touchant, sur a" b", ailleurs qu'en N, 
un plan donné par a"b''; car la section de Tg par ce plan tt est une quartique qui 
coupe a"b" en N et en trois autres points. Cette quartique correspond, point par point, 
à la conique (C) du plan (a), puisque toute cubique 1 passant par N coupe deux fois 
a" b" et perce encore une troisième fois le plan tc; cette quartique est donc unicursale 
et doit avoir trois nœuds; or ses nœuds sont les intersections de c avec le plan tt; 
ainsi tout plan par a"b" coupe c^ en trois points hors de fl"i"; par suite ö"i" coupe 
six fois (^ j comme nous l'avons déjà démontré d'une autre manière. 
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Une droite quelconque menée par N perce encore la surface Tg en trois autres 
points; donc cette droite est bisecante de trois cubiques A; nous verrons plus tard que 
cette propriété appartient à toutes les droites de l'espace. 

Une droite joignant le point AT de a" i" à un point M de c^ perce encore la 
surface T^ en un point L; des trois cubiques ayant MN pour bisecante, deux passent 
par M et N, comme nous l'avons déjà vu, la troisième par N et L. 

La surface T^ et une surface D^ engendrée par les cubiques A passant par un 
point M de c^ ont en commun les lignes a"i" et c^ plus un certain nombre de cu- 
biques de la congruence A ; car, par tout point commun, non singulier, des deux sur- 
faces, on peut mener une cubique A passant par N et une cubique A par Af, et comme, 
par un point non singulier, on ne peut mener qu'une seule cubique A, ces deux courbes 
comcident; or nous savons qu'il y a deux cubiques A par M et iV et l'identité suivante 
vérifie l'ordre total des intersections des surfaces T^ et D^: 

8X4 = 4X2X i(û"*") + 2X I X9(c,) + 2X5. 
Pareillement, deux surfaces telles que T^ , engendrées respectivement par les cubiques 
A menées par les points N et N' de a!*b'\ se coupent suivant a" b" et c^ plus un cer- 
tain nombre de cubiques A. Ce nombre est quatre, d'après l'identité 

8X8 = 4X4X1 (^"i") + 2 X 2 X 9(S) + 4X3; ] 

donc, par deux points de a*' h" passent quatre cubiques A. 

L'enveloppe (Q) des coniques (C) du plan (a). 

Les coniques (C) du plan (a) forment un système quadratique simplement infini^ 
car les coordonnées d'un point de a"è" sont fonctions linéaires d'un paramètre X ec^ 
figurent au second degré dans les coefficients des coniques (C). 

Dès lors, les courbes (C) du plan (a) enveloppent une courbe (ß) du quatrième orarti 
Nous pouvons remarquer qu'il n'y a pas, eu général, de point commun à toutes?- 
les coniques (C); car, s'il y en avait un, il y aurait: ou bien une cubique A contenant 
tous les points de a" b"; ou bien un point du plan (a) répondant à une infinité de cu- 
biques A. Dans le premier cas, pour un système de valeurs de a^ia^ia^, la quadrique 
dont l'équation en y est (C) = o contiendrait toute la droite a"b"; ceci impliquerait 
trois conditions d'où l'on pourrait éliminer les a et il resterait une relation identique 
entre les formes ^^ , i, , . . . , ce qui est contre l'hypothèse de leur indépendance. Dans 
le second cas, le plan (a) contiendrait un point singulier; donc la matrice (2), pour 
un certain système de valeurs de «, : «^ : a, , représenterait une cubique indéterminée et 
ceci impliquerait encore trop de conditions pour les trois paramètres homogènes a^, a^, 
a^ dont on dispose. Ce sont là deux cas particuliers qui devraient être étudiés à part, 
mais que nous excluons du présent travail. 

Les quatre points communs à deux coniques (C) donnent les quatre cubiques A 
passant par deux points donnés de a"b"; nous vérifions ici un résultat antérieur. 
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Les quatre points caraaéristiques d'une des coniques (C) donnent quatre cubiques 
A tangentes à a" b" en un point donné de cette droite. 

On sait que deux groupes de points caractéristiques de deux coniques (C) sont 
sur une même troisième conique. Donc, les huit cubiques \ tangentes en deux points 
donnés de a"b" sont sur une même surf au du huitième ordre ayant a" b" comme droite 
quadruple et c comme courbe double. 

Les intersections d'une tangente à la courbe (^) avec la courbe (Ö) donnent 
quatre cubiques A passant par un point donné de c^ et touchant a" b". 



Étude de la courbe singulière c 



Chaque cubique de la congruence A rencontre huit fois la courbe singulière c^. 
En effet, dans la matrice (4), on peut, en appliquant le principe de Taddition des 
colonnes, remplacer la première colonne par les deux éléments suivants: 

(«.'», + «.f, + «,/,)*: - («.*. + <^A + -,s>':, 
(«.< + «.< + ^/.K - {\K + «,< + «,^:)<, 

et ces formes s'annulent pour une cubique variable de la congruence A accompagnée 
de sa bisecante a''b". Cette cubique perce, en douze points, la surface du quatrième 
ordre représentée par le déterminant des deux dernières colonnes de la matrice (4); 
cette surface a pour droite double la bisecante a*'V' de la cubique; donc il reste huit 
points de la cubique sur la courbe singulière c . 

Voici, comme conséquence, une propriété de la courbe (^A) du plan (a): les cu- 
biques A qui passent par un point de c^ répondent aux points d'une tangente à la 
courbe {A)\ puisque toute cubique A s'appuie en huit point sur c^, tout point du plan 
(«) est sur huit tangentes à la courbe {A)^ ou la courbe (^A) est de huitième classe. 
La représentation (4) de la courbe singulière a l'inconvénient de contenir a'*b*' 
comme droite triple. Il est possible d'obtenir une représentation de cette courbe c^ ac- 
compagnée de la droite fl"i" comptée simple seulement. A cet effet, faisons précéder 
la matrice (4) d'une ligne de formes du premier degré, 

nous obtenons une surface du cinquième ordre circonscrite à c et dont l'équation se 
réduit à 



*'' 



Nous trouverions pareillement 



b'I 



«x <^x f. 




<^. c. L 


K d, g. 


-< 


K d^ g. 


< < /: 




K d[ g'^ 



= o. 



< < /: 




< < f[ 


<^. c. L 


-< 


K d^ g. 


K < g'. 




K d: g: 



= o. 
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et la courbe c^ satisfait donc aux relations suivantes: 



(5) 






h" 



K 






L 
g. 

g: 



= o. 



car les points x qui annuleraient la matrice partielle des trois dernières colonnes oe 
rendent pas les équations (3) en a^ra^ra^ indéterminées et ne sont donc pas singu- 
liers. 

Cette matrice (5) s'annule pour un système de lignes dont Tordre total est dix 
et qui comprend la courbe c et la droite a"b" comptée simple. 

En faisant précéder la matrice (5) d'une ligne de constantes arbitraires, on a »♦ 
surfaces quartiques S^ circonscrites à ce système ; l'intersection de deux surfaces pareilles 
se compose de la droite a"b'\ de la courbe c^ et d'une sextique gauche c^ de genre 
3, coupant c^ en 20 points. 

Une de ces sextiques gauches annule la matrice des trois dernières colonnes de 
la matrice (5). M. F. Schur s'est occupé de ces courbes; nous en avons exposé la 
théorie analytique dans le Bulletin de l'Académie royale de Belgique (mai 1907). 

En faisant précéder la matrice (5) d'une ligne dont les deux premiers élémeois 
sont nuls et les autres des constantes arbitraires, on a un réseau de surf aus quartijm 
D^y ayant toutes a" b" comme droite double et se coupant deux à deux suivant cette 
droite, plus la courbe c^ et une cubique gauche. Une cubique pareille est représentée 
par 





X 


{* 


V 




y 


V-' 


v' 


< • 


«. 


c. 


^'l 


K ■ 


*. 


à. 


g. 


!. a" 


a' 


C 


f'\ 










• K 


K 


à: 


g: 



= 0: 



en supprimant h dernière ou l'avant-dernière ligne, on rcconnait que cette cubique 
gauche est sur la surface 

< _ «.((*-' -{*'-) + c.( vV-v'X) + /,(Xt.'-X» 

K ~ Ki.i'^' - p'v) +X^ V - v'>^) + ^.C^f*' - ^»' 

et, en supprimant la troisième ou la quatrième ligne, on trouve une autre quadrique 
analogue, de sorte que la cubique gauche en question n'est autre que la cubique géné- 
rale de la congruence A. Elle répond notamment au point du plan (a) commun aux 
droites 

^«. + f^^a + ^»î = o> ^'*i + f^'^ + ^'*3 = ^• 
Puisque les surfaces D^ forment un réseau, il en passe une seule par deux points 
non singuliers, et il en passe une infinité, fonnant faisceau, par un point non singulier. 
Elles consdcuent le systènic complet des surfaces quartiques circonscrites à c^ et ayant 
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' pour droite double; car soient E^ une teUe surface et M un quelconque de ses 
3 hors de c^ et de a"i"; la cubique A unique menée par M perce la surface E^ 
eux points doubles sur a"b", huit points simples sur c^ et au point Af, ce qui 
raut à treize points ; cette cubique est donc tout entière sur E^ , et forme, avec c^ 
"i", la base d'un faisceau de surfaces, D^, faisceau dont E^ doit faire partie. 
Il en résulte que les surfaces D^ répondent, sans ambiguïté, aux droites du plan 
que notanunent les surfaces engendrées par les cubiques A passant par un point 
:^ appartiennent au réseau D^; que ce réseau peut se représenter aussi en faisant pré- 
r d'une ligne de constantes la matrice (3). Il en résulte encore qu'une surface du 
ième ordre engendrée par les cubiques A répondant à une conique proprement dite 
plan (a) et notamment la surface T^ du paragraphe précédent ne peut pas, en gé- 
1, dégénérer. 

Ainsi deux surfaces D^ se coupent suivant la courbe c^ et suivant une cubique 
:he ayant a^'b" comme bisecante. Un plan x par la droite double coupe ces surfaces 
ant deux coniques ayant quatre points communs, dont un sur la cubique et trois 

la courbe c^. Donc la droite a!'V* rencontre c^ en six points y comme nous l'avons 
ivé déjà. 

Disons en passant comment on peut concevoir une génération de la congruence 
on considère une cubique gauche c^ et une de ses bisécantes a"b''; deux surfaces 
quatrième ordre ayant a"b" pour droite double et passant par c^ se coupent encore 
^t une courbe du neuvième ordre c^ ayant a"i" comme sécante sextuple; par c^ 
peut mener un réseau de surfaces quartiques ayant a'' b" comme droite double; 
s intersections mutuelles sont les 00' cubiques gauches de la congruence à construire. 

Deux surfaces du quatrième ordre, D et S , circonscrites à c et ayant, l'une a" b" 
ime droite double, l'autre a''b'' comme droite simple, se coupent encore suivant 

quinrique gauche c ayant fl"i" comme bisecante, car un plan tz par a" i" coupe 
surfaces suivant des courbes du second et du troisième ordre, ayant six intersections 
t trois sur c^ et trois sur c^ . 

Une cubique A perce en 12 points une surface S^ ayant a"fc" comme droite simple: 
i de ces points sont sur a"è", huit sur c^ et les deux derniers sur une infinité 
pie de courbes c^ tracées sur la surface S^. 

Une quintique c^ perce en vingt points une surface D^ ayant û" i" comme droite 
ble: quatre de ces points sont concentrés aux intersections de c^ et dea''b", deux 
t sur la cubique gauche intersection de la surface D^ et d'une autre pareille menée 

Cj, et quatorze sont sur c^. 

Nous venons de voir que deux surfaces S et D se coupent suivant a"i" et deux 
rbes c^ et c^. Nous savons aussi que deux surfaces 5^ et S^ ayant a"i" comme 
ite simple se coupent suivant a" b" et deux courbes c^ et c^; la courbe c perce la 
ace S^ en vingt points dont deux sur a"è", quatorze sur c^ et quatre sur c^; la 
rbe c^ perce D^ en vingt-quatre points dont quatre sur c^ et vingt sur c^. 

wU. Ckrt. MsUm. Fukrmo, t. XXVI (a^ semestre 1908). — Sumps to il ) msrxo 1908. 10 
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Cubiques A d^;énérée8. 

Nous allons nous occuper à présent des cubiques A qui se décomposent en une 
droite g et une conique c^. Montrons d'abord que cette conique ne peut avoir a'T 
comme corde. En eflfet, supposons qu'il en soit ainsi. La cubique dégénérée dont (, 
fait partie appartient à un faisceau de surfaces D^ ; imaginons la surface de ce faiscean 
qui passe par un point arbitraire E du plan de c^; cette surface contient la drohe 
double a"b''y toute la conique c^ et encore un point E du même plan; donc tout le 
plan de c^ appartient à une surface D^; et il y aurait une surface cubique par c^ et 
fl"i", et cette surface cubique contiendrait toutes les courbes A car elle les couperait 
en huit points sur c^ et deux sur a"i"; bref il n'y aurait plus de congruence A. 

Ainsi pour les cubiques A dégénérées, la conique ne peut couper deux fois a" V; 
comme évidemment la droite ne peut non plus couper a'^b" en deux points, il faut 
que la droite et la conique rencontrent a" i" chacune en un point. Dès lors si la droite 
s'appuie sur c^ en î points, la conique la rencontre en 8 — i points et coupe toute 
surface D^ circonscrite à c^ en lo — i points, dont 8 — i sur c^ et un double sur fl"i". 
Si i est nul ou égal à l'unité, la conique appartient à toutes les surfaces D^ et par 
suite à toutes les cubiques A, hypothèse à rejeter. 

Donc les cubiques A dégénérées se composent d'une droite g s'appuyant sur a"V' 
et coupant c^ au moins en deux points et d'une conique s'appuyant sur a"b" et sur 
g et coupant c^ au plus en six points. 

Or tout plan par a^'b" coupe c^ en trois points; une droite f déterminée par deux 
de ceux-ci rencontre a" b". Par un point arbitraire de ^ passent oo' surfaces D que 
g perce chacune en cinq points, savoir un point double sur a" i", deux points sur c et 
le point 0; donc g appartient à toutes ces surfaces, et la base du faisceau qu'elles con- 
stituent est une cubique dégénérée comprenant la droite g accompagnée d'une conique 
sexasécante de c^. 

Par contre il n'existe pas de trisécante de c rencontrant a"b" ailleurs qu'aux 
points p., communs à a'' b" et c^^ cai une telle droite devrait appartenir à toutes les 
surfaces D^, donc à toutes les cubiques A. 

Finalement, Us droites des cubiques A dégénérées sont les cordes de c^ qui rencon- 
trent a"b'\ 

Surface B^^ des bisécantes de c^ rencontrant a"b". 

Tout plan w mené par a" i" coupe la surface engendrée par les bisécantes de c^ 
qui s'appuient sur a"b" suivant cette droite a"i" qui en est une ligne multiple d'ordre 
X par exemple, et suivant trois autres droites, savoir les côtés du triangle ^5 C déter- 
miné dans ce plan tt par la courbe c^ . Le degré de la surface étudiée est donc x -f- 3> 
et elle admet la courbe c comme courbe double, puisque, par chaque point dec .pas- 
lent deux génératrices de la surface. Elle coupe aussi une surface D^ circonscrite â c^ 
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lîvant a"b" comptée 2x fois et suivant c^ comptée double. Par tout autre point com- 
lun aux deux surfaces, il passe une bisecante de c^ et cette droite est tout entière sur 
) qu*elle perce en trois points simples et un point double; mais inversement les' ^làtò 
lenés par a"b'' coupent la surface D^ suivant des coniques, et Ton sait que huit de 
» courbes dégéiîèréHt en deux droites dont Tune est bisecante et Tautrfe urflsècante 
e c , car aucune trisécante de c« ne rencontre a"b". Donc l'intersection totale de k 

9' 9 

urface des bisécantes et de la surface D^ est d'ordre 2x-|- 18 + 8 et comme, d'autre 
•art, elle est aussi d'ordre 4(jc -|- 3)j on en tire x = 7, d'où x -|- 3 = lo- ' 

Les bisécantes de c^ qui rencontrent a" b" engendrent une surface B^^ du dixième 
fart ayant a*^b" pour droite septuple et c^ pour courbe double. 

Comme conséquence, nous voyons que, par un point N de a" b" hors de c^, il 
jMßse sept génératrices de la surface 5,^. Le cône de sommet N circonscrit à c^ dit 
k neuvième ordre, à sept génératrices doubles plus la génératrice sextuple a" b'* qui 
compte pour quinze génératrices doubles; donc le genre de ce cône est égal à ' '* 

La courbe c^ est de genre six. 

Il en résulte que, par un point arbitraire de Vespau, il passe 22 bisécantes de c^. 
Quant au cône perspectif à c^ et ayant son sommet en un point quelconque de la courbe, 
il est du huitième ordre et de genre six; il a donc quinze génératrices doubles; donc 
par un point de c^ y on peut mener quinze trisécantes; ou encore la surface des trisécantes 
de c^ admet cette courbe comme ligne multiple d'ordre 15. 

Le cône perspectif à c^ et ayant son sommet en un des six points P. où c ren- 
contre a"i" est du huitième ordre et admet a"b" comme génératrice quintuple; il est 
de genre six, donc il admet encore cinq autres génératrices doubles. Par chacun des 
points p. communs à c^ et a"b'\ il passe cinq trisécantes de c^. Ces trente trisécantes 
font partie de cubiques À dégénérées^ ^ < 

Coniques multisécantes de c^. 

' ■ ■• " . * 

Nous avons vu qu'une cubique A dégénérée appartient à un faisceau de surfaces 
ß et qu'elle se compose, en général, d'une bisecante de c^ s'appuyant sur a"b'' et d'une 
conique coupant six fois c^. 

Soit réciproquement c, une conique s'appuyant sur a'^b" et passant par six points 
de c^; par un point quelconque de r^, on peut mener un faisceau de surfaces D^ qtli 
la contiennent tout entière, car cette conique c^ perce chacune de ces surfaces en six. 
points simples sur c^, un point double sur a" y' et eticoré un point choisi sur c^. 
D'ailleurs cette conique c^ perce, en vingt points, la surface B^^ des bisécantes de c^ 
qui s'appuient sur a'*b" \ de ces vingt points, sept sont confondus sur a''V\ six sont 
doubles sur c^, et par le vingtième point,' on peut nienèi* une génératrice de B^^ for- 
mant, avec c^ j une cubique d dégénérée. 
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Ainsi, toute conique s^ appuyant six fois sur c^ et une fois sur a"b" fait partie twm 
cubique S dégénérée. 

On sait d'autre part (Clebsch, Math. Ann., t. I) qu'une surface D^ du quatrième 
degré et possédant une droite double est coupée par 64 plans suivant des couples de 
coniques, et qu'elle possède 16 lignes droites coupant la droite double; de ces 16 droite!^ 
huit sont évidemment bisécantes de c^ et les autres unisécantes de c^. 

Une conique située sur une surface D^ ne peut couper c^ en sept points, car die 
serait sur toutes les surfaces D^ . Huit des coniques d'une surface D^ coupent chacone 
six fois c^ , une fois une droite de D^ bisecante de c^ , et une fois sept droites de D^ 
unisécantes de c^ . Le plan d'une de ces coniques coupe encore D^ suivant une seconde 
conique qui rencontre trois fois c^, une fois sept droites de D^ bisécantes de c^, et une 
fois une droite de D^ unisécante . de c^. 

Quant aux ^6 autres couples de coniques situés sur D^, chacun se compose: i* 
d'une conique coupant cinq fois c^ et s'appuyant sur huit droites de D^ dont trois hisi- 
cantes et cinq unisécantes de c^ ; 2° d'une conique coupant quatre fois c^ et s'appuyant 
sur huit droites de D^ dont cinq bisécantes et trois unisécantes de c^. Nous laissons 
au lecteur le soin de vérifier le nombre des intersections de ces coniques avec la surfaa 
B^^ . Remarquons que huit bisécantes de c^ se combinent trois à trois précisément de 56 
manières. 

Dans un mémoire sur VInvariantologie de la cubique gauche (Bull, de l'Acad. Roy. 
de Belgique, mai 1907), nous avons donné, pour la courbe définie par les équations 



(0 

l'invariant 



bi 



a' 



= 0, 



/ = 



{a a* fl" *) {a a' *" *) — (a" a b b') (a b b' b") 
laa'a^'b') {a'a'^bb') — laa'VV) \a'bVb") 
laa'a**V') {a*' ab'b") —\a' a^'V'b) {a"bb'b") 
où le symbole {aa' a" b) par exemple désigne le déterminant des coeflScients desfonnes 
a^ama%b» 

L'équation / = o exprime que la cubique donnée dégénère. Or, pour la congruence 
A que nous étudions dans ce travail, les formes a^ , b^, a[y b'^ sont fonctions linéaires 
des paramètres a^, a^, a^, tandis que les formes a", i'J en sont indépendantes, et nous 
voyons que le déterminant / contient, au huitième degré, les symboles a, a\ i, b\ donc 
aussi les paramètres a^ , a^ , a^ : par suite I = o représente, dans le plan (a), une 
courbe du huitième ordre; et les cubiques correspondantes engendrent une surface d'ordre 
32 ayant fl"i" comme droite multiple d'ordre 16 et c^ comme courbe octuple. Mais 
nous avons vu que les droites des cubiques dégénérées engendrent une surface du 
dixième ordre ayant a" b" comme droite septuple et c comme courbe double; donc to 
coniques des cubiques dégénérées de la congruence A engendrent une surf au d'ordre 22 
ayant a''b'' comme droite multiple d'ordre 9 et c^ comme courbe sextuple. 
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Comme vérification, une bisecante g de c^ s'appuyant sur a"i" coupe la surface 
, que nous venons de trouver en un point 9"^^*, plus deux points sextuples, plus 
»re un point par où passe la conique qui complète la cubique dégénérée dont g fait 
nie. 

Autre vérification ; la surface C^^ coupe une surface D^ , circonscrite à c^ et ayant 
b" comme droite double, suivant cette droite a" b" qui sera comptée 18 fois, suivant 
courbe c^ qui est sextuple pour l'une des surfaces et simple pour l'autre, et enfin, 
name on Ta vu plus haut, suivant huit coniques sexasécantes de c ; et l'on a efFecti- 
mcnt l'identité 

4X 22 = 1X2X9+9X6X1 + 2X8. 

Nous avons montré aussi, dans notre travail sur VInvariantologit de la cubique 
mcbe, que, dans le cas où / s'annule, l'équation 

{aa'a"b) *, (^abb'b") 
)) laa'a"b') b'^ \a'bVb") =0 

\aa'a"b") VI \a"bW) 

eprésente le plan de la conique faisant partie de la cubique dégénérée. Cette équation 
Qi combinée avec l'égalité / = o, donne 

{aa'a"b) b^ {aa'V'b) — (a" abb') (abW) 
(aa'a''b') bl {a' a"bb') — {aa*W) {a'bVV) — o. 
laa'a"b") VI {a" aVV') — \a' a'^Vb) (a'^bW) 

Les quatre symboles a, 0', t, V contenant seuls les paramètres a^ , a^ , a , et au 
emier d^é, on voit, grâce à des procédés connus d'énumération, qu'à tout point x 
pondent 27 valeurs de «, îa^:«, annulant la matrice précédente. 

Donc, les plans des coniques faisant partie de cubiques A dégénérées enveloppent une 
veloppahle de classe 27. 



Systèmes simplement Infinis de cubiques A. 

D'après les équations (3'), la cubique A qui passe par un point donné y répond 
a valeurs suivantes des paramètres a : 

c b" — a"d f b" — a"£ 
y y y y h y y^y 

c' r — a"d' fV' — a"^' ' 
3 y y y h y y^y 

f b" — a"£ a b" — a"b 
h y y^y y y y y 



p«. 



p*.= 



p*,= 



l'où l'on dre 



a b" — a"b 
y y y y 

a'h" — a"b' 
y y y y 



c b" — a"d 
y y y y 

c' b" — a"d' 
y y y y 



p(«.«. + «,f. + «j/x) = 



L 



a b" — a"b c b" — d'à f b" — a" g 
7 7 y y 77 7 7 Jy y 7*7 

a' b" — a" V c' b" — d'à' f b" — d'e' 



78 M. STÜYVAERT. 



(8) 



= o. 



ou, en abrégé, en n'écrivant que le terme principal du déterminant, 

p(«. ^. + «.f. + «,/j ^ K(s *;')(/;*;')]• 

On calcule de même les autres éléments de la matrice initiale et l'on obtient, 
faisant les substitutions, 

[bAc,K)U',K)] [b:{çX)W,b";)-\ K 

Ces formules (8) représentent la cubique de la congruence <\ qui passe parli 
point donné y. Mais on peut interpréter ces relations en disant qu'elles expriment 
conditions pour que deux points x tt y soient sur une même cubique A; donc, es 
regardant les y comme coordonnées courantes, ces égalités représentent la cubique A 
passant par le point x accompagnée de la courbe c^ et de la droite a" h" comptée qi» 
druple. 



Si le point y décrit une courbe algébrique, plane ou gauche, d'ordre ii, ne r» 
contrant ni la droite j"i", ni la courbe singulière c^, les relations (7) expriment unt 
correspondance unidéterminative entre les points de cette courbe et ceux d'une courbe 
d'ordre 4 n du plan (a). Le théorème de la conservation du genre nous apprend que^ 
si p est le genre de la courbe lieu du point y, b courbe plane a ì 

±(4n— i)(4n-2)-j) 

points doubles ou rebroussements. 

Par suite, hs cubiques A qui s'appuient sur une courbe plane ou gauche c^ iorèn 
n et de genre />, ne rencontrant ni c^ ni a**b'\ engendrent une surf au J^ ordre 16 nayûii 
a'^b" comme droite multiple d'ordre 8«, et c^ comme courbe multiple d^ ordre ^n.Iljii 

±(4„_i)(4n — 2)— /> 

cubiques 1 qui sont bisécantes de la courbe c^. 

Toute intersection de c^ avec c^ ou avec a" b" réduit le d^é de la surface, I^ 
spectivement de quatre ou de huit unités, car à chacune de ces intersections correspond, 
dans le plan (a), une droite ou une conique faisant partie de la courbe d'ordre 4« 
située dans ce plan. 

Si donc c^ rencontre a" i" en ; points et c^ en i points, la surface engendrée sera 
d'ordre 4 (4« — i — 2;) et admettra a" b" comme droite multiple d'ordre 2(4« — »— i/)i 
et c^ comme courbe multiple d'ordre 4 n — i — 2;. Deux courbes pareilles sont ren- 
contrées simultanément par (4« — i — 2;) (4«' — i' — 2/') cubiques 1. 

Comme il pourrait subsister quelque doute sur la valeur du raisonnement très 
général qui précède, nous allons en vérifier les principaux cas particuliers. 

Si le point y décrit une courbe unicursale, ses coordonnées s'expriment rarionncl- 
lement au moyen d'un seul paramètre; dès lors les quantités a^ , a^, a^ sont fonctions 
entières, d'ordre 4 n, de ce paramètre, et le point a décrit, dans le plan (a), une courbe 
rationneUe d'ordre 4« douée donc de 7(4« — i)(4'^ — ^) points doubles. 
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Pour fi = 3, la surface engendrée est d'ordre 48^ et il y a 55 cubiques i coupant 
iz fois une cubique donnée (n'ayant aucun point commun avec c ni avec a"ì"). 

Pour n = 2, la surface engendrée est d'ordre 32, et il y a 21 cubiques A coupant 
IX fois une conique donnée. Par exemple, si le cercle imaginaire de l'infini n'a aucun 
nt commun avec c^ ni avec a!'V\ il y a 21 cercles gauches parmi les cubiques A. 
is, si une conique c^ coupe par exemple deux fois a!'V' et trois fois c^, ou une fois 
fr" et cinq fois c , les cubiques A qui la rencontrent engendrent une surface D^\ et 
[l'y a qu'une cubique A qui rencontre à la fois deux coniques pareilles. 

Pour n = I, la surface engendrée est d'ordre 16; et il y a trois cubiques A qui 
t pour bisecante une droite donnée indépendante de c^ et de a" b'\ résultat déjà annoncé 
is haut. La surface d'ordre 16 est coupée 16 n fois par une courbe plane ou gauche 
jrdre n, indépendante de c^ et de a''b"; donc la surface des cubiques A s' appuyant 
r cette courbe d'orde n est rencontrée 16 n fois par une droite quelconque, et est 
me d'ordre i6n. 

Voici encore des conséquences immédiates de ce qui précède: parmi les cubiques 
qui s'appuient sur une courbe d^ ordre «, il y en a /{n qui passent par un point donné 
i c^j Sn qui passent par un point donné de a**b'\ 16 n qui touchent a'*V, 

Les cubiques A qui s'appuient sur une trisécante de c^ engendrent, d'après ce qui 
recède, une surface D^ ayant a**b" comme droite double. 

Deux trisécantes de c ne sont jamais sur une même surface D . En effet, sup- 
osoDs que cela soit possible, et considérons la quadrique ayant pour génératrices d'un 
lême système la droite a**V* et les deux trisécantes supposées d'abord sans point 
»nmun; cette quadrique coupe 18 fois c^, savoir six fois sur a'*b'\ six fois sur les 
îux trisécantes et encore en six autres points par chacun desquels il passe une géné- 
trice du second système de la quadrique ; ces six rayons percent chacun D^ en trois 
ints simples et un point double, de sorte que la surface D^ contient neuf droites de 
quadrique et la contient donc tout entière, ce qui est impossible. Si les deux trisé- 
ites se coupaient, on démontrerait que leur plan appartient à la surface D^. 

On prouve de la même manière qu'il ne peut exister deux quadrisécantes de c^, 
is point commun; car elles seraient sur une même surface D déterminée par deux 
ints pris chacun sur une des quadrisécantes. Si deux quadrisécantes avaient un point 
mmun hors de c , elles feraient partie de la cubique A passant par ce point et celle-ci 
vrait se compléter par une droite coupant deux fois a"i", ce qui est impossible. 

S'il existe donc plus d'une quadrisécante de c^ , deux d'entre elles doivent toujours 
: couper sur c . Au surplus, l'existence môme ai une quadrisécante (distincte de a" b'') 
sie indécise. 

Nous avons vu que les cubiques A s'appuyant sur une droite donnée y :( engendrent, 
a général, une surface du seizième ordre. Pour obtenir l'équation de cette surface, 
prenons les égalités (8) en intervertissant les rôles entre les lettres x et y, de façon 
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que nous ayons, en coordonnées x, les equations de la cubique A passant par le poai 
y^ accompagnée de la courbe c^ et de la bisecante singulière a" h" comptée quatre £oi| 
Puis remplaçons jr. par jr.-|-i:(^. et éliminons i: nous obtenons, après quelques 



(9) 






= 



et c'est Téquation d'une surface du seizième ordre. 

Ses lignes singulières s^obdennent en égalant à zéro la matrice des trois premiènil 
colonnes du déterminant (9). Écrivons cette matrice en changeant les lignes en colonoa^ 

[^icyjjm [aicrxrm [^c^aoc/xo] [^.c^aoc/'AO] 

K(^A'X/X)] K(^A'X/A')] [^MX/XO] [Ki'.K)U'm 



(10) 



a!' a!' h" V 



= 0. 



D'après les relations (4), cette matrice (10) s'annule pour la courbe c^ comprit 
triple, et aussi pour la droite a"b" comptée douze fois, car les points de cette dioifr 
annulent deux facteurs dans chaque élément des deux premières lignes de la matiiok 
Donc, comme les formules (10) représentent un système d'ordre 48, et que noof 
connaissons des lignes d'ordre 39 vérifiant ces formules, il reste un système du oeoh 
vième ordre formé des trois cubiques A qui ont pour bisecante la droite donnée jff 
Ainsi nous contrôlons un résultat déjà indiqué et nous allons en trouver encore rat 
autre vérification. 

Bisécantes singulières de la congruence à. 

Nous allons nous servir des résultats de notre Mémoire sur VInvariantologie à ii 
cubique gauche (Bull, de l'Acad. Roy. de Belgique, mai 1907) pour déterminer les trob 
cubiques A qui ont comme bisecante une droite donnée y :^. D'après ce travail, les con- 
ditions pour que y [ soit bisecante de la cubique variable de la congruence à s'écrivcni 
comme suit : 

^^^y+^^^y+^Jy «.^v+^a^.+^^S^, ^.^,+^.^,+^J, «.*,-HA+V. 

(II) a.a;+a/^+a/^ cc^b'^+^/^^^/^ a,<+a,c;+a/^ <^.K+^A+^Ä 

v; < b'I 

H faut résoudre par rappon à a^ra^ia^ pour avoir les cubiques cherchées, et 1 
y a visiblement trois solutions. Ainsi, comme nous l'avons déjà trouvé, il y a trifiS 
cubiques A ayant pour bisecante une droite donnée. Ce qui s'exprime encore en üßis^ 
que la congruenu A est de troisième classe. 

On appelle bisecante singulière une droite qui est bisecante d'une infinité simp^ 
de cubiques 1. 



= 0. 
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Si ^^ est une droite pareille, les équations (ii) doivent être satisfaites pour une 
ifinitè de valeurs de a, ra^ra^. Or les déterminants extraits de cette matrice (ii) re- 
résentent des coniques en a et, pour que des coniques aient une infinité de points 
ommuns, il faut qu*elles coïncident entre elles, ou bien qu'elles dégénèrent toutes en 
.yant une droite commune. Nous montrerons plus loin que la première alternative est 
a moins fréquente et que la seconde contient la première comme cas limite. 

Remarquons en passant que nous sommes ici en présence d'un problème d'algè- 
3re très important et non encore résolu, croyons-nous : à combien de conditions doit 
satisfaire une matrice de formes algébriques pour que son évanouissement représente 
une variété supérieure à celle qui annule la matrice dans le cas général ? 

Nous n'avons pas trouvé la réponse â cette question difficile, mais nous pouvons 
traiter le cas particulier dont nous avons besoin ici. 

Dans le plan (a), prenons respectivement, sur les droites a,=o et «, = 0, deux 
points, de coordonnées 

I, X, o, et I, o. Y; 

en faisant varier X et F, nous amenons la droite qui joint ces deux points en coïn- 
cidence avec toutes les droites du plan. Un point d'une de ces droites a pour coor- 
données 

a,:«,:a3 = (i +Jfe):X:JfeF. 

Si la matrice (11) s'annule pour une infinité de points, toute droite {XY) doit 
contenir au moins un de ces points ; de sorte qu'en substituant à a^ , a^ , a^ , les 
expressions i -f- A, X, Ä F, dans la matrice (11), on obtient une matrice qui doit s'an- 
nuler pour une valeur de k au moins, quels que soient X et Y. Faisons cette substi- 
tution et, pour la commodité, changeons les lignes en colonnes : 



(12) 



= o. 



^ + ^^, +*(^+i7,) < + Xc; + *(«; + 17;) < 

a^ + Xc^+k{a^-]-Yf^) a\ + Xc[ +k{a[-\- Yf[) < 
b^ + Xd^ + kih^ + Yg;) bl^Xd[ + k(b[-{-Yg[) b'[ 

La condition pour que ces équations soient satisfaites pour une valeur au moins 
de k s'obtient en éliminant k ; les conditions pour que ces relations soient vérifiées par 
àtvix valeurs de h impliquent la précédente, comme nous le vérifierons encore plus tard 
d^ailieurs. 

Nous obtenons donc les conditions générales pour que la matrice (11) s'annule 
pour une infinité de points a, en exprimant qu'elle s'annule pour une droite de points, 
donc en exprimant que, pour certaines valeurs de X et F, la matrice (12) s'annule pour 
toute valeur de k. Lorsqu'il en est ainsi, la matrice (12) s'annule pour les trois valeurs 
i =r 0, Ä = 00, A = — I ; et réciproquement, si la matrice s'annule pour ces trois va- 
leurs, les déterminants que l'on en extrait et qui sont des fonctions quadratiques de Jk, 
ont trois racines et, par suite, en ont une infinité. 

Faisons k = o: nous obtenons une matrice dont deux colonnes sont linéaires en 

imi, Cirf, Msimm, AUrm$0, t. XXVI (jO gemesue i^), — Sumpaio il 7 mano 190&. "W 
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X et d'où l'on tire, sans peine, 

(13) -X = \a,alcla';\:\c^a;c;a';\ = \a,c,a;a^;\:\a^c^c;a';\; 

nous n'avons écrit que la première ligne de chaque déterminant. 
En faisant i = 00, on obtient un résultat analogue : 

(14) - 1^= K^;/,<|:|/,«;/,<| = \a,f,a;a';\:\a,f^f^a;\. 
Enfin, en faisant k = — i et en remplaçant X et F par les valeurs déjà trouvées, 

on a deux nouvelles conditions dont l'une est une conséquence des précédentes. El | 
eflfet, pour i = — i, les équations (12) donnent, en abrégé et après réduction, , 

05) 11^^-17, Xc;-Yf, a';\\ = o; 

or les équations (12), où l'on a fait k^=o et i=oo, expriment que l'on a, pour des 

paramètres convenables [x, v et [x', v', la relation 

(16) a^ + xc, + (.«; + (*xc; + va'; = o 

et trois analogues, ainsi que la relation 

(17) «, + 17, + I*'«; + I*' Yf^ + Va;' = o 

et trois analogues; d'où, par soustraction, l'égalité 

(18) xc^ - Yf, + (f. - (.')«; + f*^^; - [*' 17; + (V - v'x = o 

et trois analogues. Ces relations entraînent les conditions (15) si l'on a p. = (x'; or si 
l'un des déterminants extraits de la matrice (15) est nul, trois des équations (18) sont 
satisfaites pour pt. = [x'; en les combinant avec trois des équations (16), on en conclut 
que trois des équations (17) sont satisfaites pour pi' = (x et comme, en général, ces 
trois relations (17) ne sont vérifiées que pour un système de paramètres ((*.', v'), il 
en résulte enfin que les quatre relations (17) et, par suite, les quatre équations (18) 
sont satisfaites pour {i. == (x'. 

Les formules (15) peuvent donc être remplacées par l'évanouissement d'un des 
déterminants extraits de cette matrice ou par une combinaison de ces déterminants ; par 
exemple on fera précéder la matrice (15) d'une colonne Xc^ et l'on aura, en divisant 
par X et F, 

OU 

^K ''y fy <l = - ^K fy fy <!• 
On aurait pu décomposer de même la seconde colonne de la matrice (15), ce qui 
aurait donné 

^K ^y fy <^]\ = -^''y U fy <l- 
En divisant, membre à membre, les deux dernières égalités, on trouve 

r,o^ K ^; fy <l ^ K fy fy <■ 

Les équations (13), (14), (19) représentent, en coordonnées de droites {yiXj^—yi^i) 
trois complexes du quatrième ordre. La surface commune à ces trois complexes est \ 
surface engcnàrkt par les bisécantes singulières de la congruence 1. 
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La congruenu 1 possède une infinité simple de bisécantes singulihres; elles forment 
me surface figlie commune à trois complexes du quatrième ordre pour chacun desquels 
a droite a"b" est un rayon double. 

Nous avons difiëré l'examen du cas où la matrice (12) s'annule pour deux valeurs 
de i. Nous y procédons à présent. 

Deux déterminants quelconques extraits de cette matrice (12) sont des fonctions 
<^adratiques de ft et n'ont leurs deux racines communes que si leurs trois coefficients 
sont proportionnels. Or, en comparant les termes extrêmes de ces trinômes, on trouve 
tfabord 

Vindice i indique que l'on doit prendre les quatre lignes de la matrice (12), saufceüt 
de rang i. 

En faisant successivement i = i, 2, 3, 4, on a quatre rapports égaux, et, en mul- 
tipliant leurs termes par des éléments tels que a^ -j- Xc^, etc. et en additionnant, on 
voit s'évanouir identiquement le numérateur et, par suite, le dénominateur, ou inver- 
sement; on constate ainsi que les déterminants extraits de la matrice suivante, en pre- 
nant toujours la dernière colonne, sont tous nuls ; 

(20) ||«, + xc, «; + Xc; a^-\.Yf^ a; +17; a';\\. 

Donc, ou bien cette matrice est nulle, ou bien l'on a a'^ = b'^ = a" = b" =• o, 
ce qui représente la bisecante principale a*'b'\ 

Ensuite, lorsque cette matrice (20) est nulle, les déterminants que l'on en extrait 
le sont aussi, et les mineurs relatifs aux éléments correspondants de deux colonnes 
quelconques de ces déterminants sont proportionnels: par exemple 

l'^. + '^S "y+^f, <b = k, + ^S ''y + H <LX constante, 
1^+^/, «; + -Xc; a'l\, = \a^ + Xc^ «; + ^'^; «;'|, X constante, 
d'où, par addition, 

K + ^S a;+ry; a;'|, + 1^^ + r/^ a; + Xc; a';L 

= \aj -^ XCy fl^ + Xc^ a'^\. X constante, 
ce qui exprime que les trinômes quadratiques en k extraits de la matrice (12) ont même 
somme de racines et, comme ils avaient déjà même produit de racines, ils ont même 
système de racines. L'évanouissement de la matrice (20) est donc une condition suf- 
fisante; seulement elle doit se réaliser quels que soient X et F, de sorte que l'on doit 
avoir 

Ces équations, au aooibrQ de quatre^ déterminent un nombre âni de b\s(&.caiiX£i& 
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singulières; mais celles-ci apparriennent aussi à la surface réglée précédemment découverte^ 
car elles vérifient les équations (13), (14) et (19) dont elles annulent tous les déterminants. 

Pour une bisecante singulière, nous avons vu plus haut que les cubiques qui la 
rencontrent correspondent en général à des points a en ligne droite. Donc ces cubiques 
engendrent une surface D^ ayant a" b" pour droite double et c^ comme courbe simple 

Une de ces cubiques, c^ par exemple, est sur un faisceau de surfaces D ; la bise- 
cante singulière perce une quelconque de ces surfaces en quatre points du système de 
lignes formant la base du faisceau ; deux de ces points sont sur la cubique c , donc b 
deux autres sont sur c^ car il ne peut y en avoir aucun sur a" h'\ puisque la cubiqnc 
c aurait alors deux bisécantes dans un même plan. 

Ainsi, Us bisécanUs singuliires de la congrmnu À sont des bisécantes de la courbe c . 

Mais les cubiques A qui s'appuient sur une bisecante de c engendrent, en général, 
une surface du huitième ordre, et répondent à des points d'une conique du plan (a); 
quand cette conique dégénère en deux droites, les cubiques À engendrent deux surfaces 
D ; seulement ces deux surfaces doivent coïncider, car la conique du plan («) répon- 
dant à une droite bisecante de c^ est, nous l'avons vu jJus haut, une courbe rationndk 
du second ordre, et l'on sait qu'une telle courbe ne peut jamais dégénérer en deax 
droites distinctes, mais seulement en deux droites coïncidentes. 

Les cubiques 1 qui s'appuient sur une bisecante de c^ répondent à une conique du 
plan (a); pour une infinité simple de bisécantes de c^, cette conique du plan (ol) se réduit 
à une droite; les bisécantes en question sont les bisécantes singuliires de la congruenu^ 

Complexe des tangentes aux cnUqiies A. 

Nous avons établi précédemment les équations 

^^ ;i[*.(^*:;)a;*:;)] [^x^^po:,*;')] *;' 

elles représentent la cubique A passant par le point y. Le réseau de quadriques drcoD- 
scrites est représenté par 

Le plan polaire du point y relatif à une de ces quadriques a pour équation 

X X' V 

Mcy^ow^f^o] [<(^*;')c/;^,')i < 

X X' X' 



o. 



= 0, 
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a';b'; 



J 7 



= O. 



>re, après un calcul facile, 

X X' 

K (s *;') (fy *;')] *'; k (s *;') cr. ^pi *'; 
[*,(s*;')(/;*;')]'''; [*;(s*';)(/;*;')i«'; 

[K (^ jp Wy *;')] < [*; (s *;') a; *")] < 
K('^,t;')a;t;')]i'; [«;(s*;')(/;*::)]*;' 

)mme le point )' appartient à la cubique A considérée, les dernières lignes de ces 
èterminants sont identiques ; l'équation du plan polaire s'obtient donc sous forme 
îul déterminant en soustrayant, chacun à chacun, les éléments des secondes lignes; 
I faisceau de plans polaires rend proportionnelles les deux dernières lignes de 
veau déterminant; la dernière peut être débarassée du facteur b" (si on lui con- 
. forme qu'elle a dans le second déterminant ci-dessus). Finalement les équations 
angente en 3^ à la cubique A menée par ce point prennent la forme suivante (pour 
tnodité, on change les lignes en colonnes): 

Mc,b';)(j;b';)]b'; - [^Xs^PC/^^PK KCs^POJ^pj 
[<ic,b';)w^b';)]b'; - [b;ic/;)0'/;)K KCs^pc/;*';)] 

: déterminant [fl^(c b")(J' b")] qui figure dans cette matrice s'écrit in extenso: 



= o. 



a a V — ci'h a'b" — a"b' 
y y y y y 7 j' y y 

c cb" — a"d c'b" — a"d' 
y y y y y y y y y 

f f b" — a"£ f b" — a"£' 

ès simplification, en n'écrivant que la première ligne: 

— a"\a b a' b" — a"b'\ = a"\a" la b b'\ — b"\a b a% 
y^y y y y y y^ — "'yX^'yTy ""y *">! ""yTy ""y •*>!»• 

même simplification réussit pour l'élément [^y{Cyb'y)(fyb'^] de la matrice (22), 
on peut diviser, par a", la seconde colonne de cette matrice, 
regardant à présent les y comme les coordonnées courantes et x comme un 
xe, on voit que la matrice (22) simplifiée s'annule pour un système de courbes 
Qant à la base d'un faisceau de surfaces quintiques; mais on reconnaît que la 
i" b" est double sur chacune de ces surfaces et que la courbe c^ appartient à 
: d'elles comme droite simple. 

)nc, le lieu des points de contact y des tangentes que Von peut mener aux cubiques 
\in point fixe x est une courbe gauche du dou:^lme ordre. 



ti peut procéder aux éliminations d'une manière un peu dififérente : les quadriques 
:rites à la cubique 

b. b[ VI 



M équation 



= o 



|X a, *,| = o; 
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les plans polaires d'un point y relatifs â ces quadriques ont pour équation 
(23) \\ a^ b\ + \\ «, *^| = o. 

Mais, si le point y appartient à la cubique considérée, on a 

et l'équation (23) devient successivement 



^, 



i>^ 









1^ 



Les plans tangents à la cubique considérée au point y sont représentés par cette 
dernière équation et forment un faisceau dont Taxe est 

K — ^X MI = o. 

Ces équations représentent donc la tangente menée, à la cubique considérée, an 
point y de paramètre w^ . Or la matrice que l'on vient d'écrire donne lieu aux relatifs 
suivantes, en introduisant les paramètres a^ , «^ , a : 

i <-co,6'; + coi^ = o; 

il faut y joindre les égalités suivantes exprimant que le point y app^ent à la cubique 
considérée; 



On tire de là, d'abord 



<-«.*;'=o. 



a" 



0) 






puis la substitution dans les autres équations (24) et (25) donne, en abrégeant un peu, 

«.[(«.*:)*'; - «*;')*,] + «,[(^,^;')*;' - Kh'pd,] + .3[a*;')*;' - (<k%]=o^ 
«.[«*:)*;' - «'*;')*;] + «,[«*:')*;' - «'*:)4] + «,[a;*';)*;' - «^p^;] =<s 

«.('»,^;')+«,(^,i;')H-«,(/,^;)=o, 

«.(«; o + «a (<*;')+«, a; *;')=o. 

L'élimination de a^ , a^ , a^ donne une matrice qui, en coordonnées y représente 
un ensemble de lignes. Cette matrice se simplifie si l'on ajoute la troisième et la qua- 
trième ligne multipliées par A", respectivement à la première et à la seconde; le facteur 
b"^ apparait alors dans tous les éléments des deux premières lignes et, en le supprimant, 
on obtient 



(26) 



«/;-M';-<'*,+i>, c.b';-d,a';-a':d^+b':c, j^b';-g,^;-ax+b':f^ 

<fr;'-*>';-<*;+*>; <b';-d:a';-a:d;-\-b:c; fj,';-^y-ax+b"j', 

a V'—a"b c b"—a"d f V'—d'a 



7 7 



7 y 






7 y 



m-^x 



=0. 



• :M C^HW^^ÎV yriX^S^^^V 



Une énumtnaoo facie maeex ^pt oî« vcs^ ^vt*V«*WK\ >i^ nnS^n^^^^^^ \\ 
mMC courbe du douzième at&n j^opcsruç^t ä ìà ^^axV 4 > x\>kv^Vs vvvs^vi,\ 

La courbe lieu des contacts des tini:enit* ^w î\m^ |M« ^\h^w^ >\S^ss ^sh\^S S V\v\ 
cubiques A étant du douzième degré et pi^àm vÎ5àl>WuH^u\ JM^ U^ >SM^^ S sh^'^hhv^ W 
cône qui la projette du point x est du onxi^uic ovdiXv IVI v^l \\\s\\\ \\\m\ \\^\\\ssr \\\\ 
complexe des tangentes aux cubiques de la congrucnv.v A^ 

On pourrait, comme nous Tavons fait pour il\uitrc» iOhrt»»^'»*^***»! »'»^♦^I*^* y^'\\\\^ 
tion de ce cône, ainsi que ses génératrices singulicrcM, lm|Hp|lv^»^ «mill »Im {f\\\i\\^ H\\\^\\ 
Ikrs du complexe des tangentes. 

Car toute droite étant, en général, bisecante de irol» hiIiÌ»|Mmii *, il «^Ml^^ (o<MI 
co* droites qu'elles sont touchées par deux des trol» uibl*|M«»«», NmMo ri^UHhi^ ÏHhhH^ihh 
sur cette congruence de rayons doubles du awnpkxc d*;<^ WiUß^hlsit^ Iam^ hn^^ |HHM 
ducile, étant donné les moyens de reprèêcnutum dtmi mi M^ì^h^i 

De plus, les bisècames stngufièrcs que tusm zyim% H^èAil^ >M \i4444 v/M im^ 4^*^ 
ayons doubles du compicze des taaçcm». fciï «€**, U^ n\f\/^^^ 4^4 v/ *-y»^y^K ¥ yir 
admettent pour bisécame nue droJst fwü-tür U^M^t^* vi^; my/^'^^ ^^ f ^w ^>^V* 
doubles répondant à dcax cdâopa» îjfflaesa5«:t i ^ vì^a*^/^ v/m^^^Xa 

Nous croyons aoss qot ä ssotckäjöt^ Usx y^cMt ^jfà^^M *^ i>*4 ^'M^ ^t^^^^^^^ 
aux cubiques de la cam^rvoist % wucotr.-^pxr 'vf!^v > i#!* ^^^04 vv)^ •4^A^u#a//Up. y/^ 
prèseoter quelque TiffrrtaL 




(28) ^' -^ ,. . -.. > ' . /.' • 

. - . - ' -<■ ^ 
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cherché 

k K ^l = o. 

[Si y n*était pas un point de la cubique considérée, cette équation représentera« 
la quadrique circonscrite à cette cubique et déterminée par la droite unisécante qui 
joint le point y au point (ifc'i") de la courbe]. 

Dans l'équation précédente introduisons les paramètres a^, a^, a^, ce qui donne 

puis remplaçons a^, a^, a^ par les expressions ($') où nous remplaçons x par 3?; enfin, 
pour la commodité, changeons les lignes du déterminant en colonnes, et nous obtenons: 



(29) 



= o. 



[Kic^b'pif^v;)] [Kic,b';)(j;b';)] b: 

[^(s*;')a;*;')] [*;(s*;')a;*;')] *'; 

En coordonnées x c'est l'équation du cône de sommet y perspectif à la cubique 
qui passe par ce point y. Ou bien c'est la condition pour qu'un point y soit à la fois 
sur une cubique gauche A et sur une bisecante passant par le point x. Donc, en coor- 
données y^ l'équation (29) représente le lieu des points de rencontre des cubiques i 
avec les bisécantes qu'on peut leur mener du point x. 

Visiblement cette surface passe par le système de courbes annulant la matrice (22), 
et l'on peut faire subir à la dernière ligne du déterminant (29) la même simplification 
qui a été opérée pour la dernière colonne de la matrice (22). Après cette simplifiadon 
on obtient 



T = 



[«,(^,t';)(/;t';)] 

[bXCyb'pU'yb'P] 

<'K^*;i-t':K^«;i 



[<(.c,b';)w,b';)] 

[b'Äc,b';)(f^b';)] 

a" la' b b'\ — b"\a' a b'\ 



K 

I 



= O. 



Le lieu des points de rencontre des cubiques S avec les bisécantes qu'on peut Im 
mener d'un point donné x est une surface du huitième ordre Tg ayant le point donni 
pour point double et circonscrite à la courbe c^^ lieu des contacts des tangentes menées de 
x aux cubiques A. Cette surf au Tg admet la courbe singulière c^ et la droite a"b" comm 
lignes doubles. 



Quand une congruence de cubiques gauches est de première classe et que l'on veut 
obtenir le lieu du conjugué d'un point fixe x par rapport à toutes ces cubiques, il suflBl 
évidemment de chercher la première polaire de ce point x relative à la surface lieu 
des points de rencontre des cubiques de la congruence avec les bisécantes qu'on peut 
leur mener du point x. 

Mais ici comme la congruence 1 est de troisième classe, cette méthode ne réussit 
pas, et l'on doit employer quelque autre procédé, par exemple celui que nous avons 
exposé dans notre Étude de quelques surf aus algébriques (p. ^s>) ^ 9^^ nous appliquons 
maintenant. 



= o 
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Trois des quadriques circonscrites à la cubique 

K K VI 
oot pour équations 

a b' —a'b =0, ab" — a"b = o, a' b" — a"b' = o. 

Les plans polaires de y relatifs à ces quadriques sont 

(30) }ab':-a';b^ + aJ';-a':b^ = o, 

U;frl'-<*; + <t;'-<*; = o. 

Le point X commun à ces trois plans est le conjugué de y par rapport à la cu- 
bique considérée. Pour avoir le lieu de ce point pour toutes les cubiques A, il faut 
introduire les paramètres a^, a^, a^ dans les équations (30) puis les en éliminer. Les 
deux dernières de ces équations deviennent 

..(«/: - <*. + «.*'; - <*,) + ^Äc,K - '^"yd, + c^v, - ay;) 
«.^^' - <*i + <i>"y - <b',) + '^Xc'yK - a';K + c'^v; - a';d;) 

+ «,(/,*:' - «';fi + f'.b'; - <?;) = o. 

Par contre, la première des équations (30) est quadratique en a. Si l'on y remplace 
«,, t^j «j par les valeurs que Ton tire des deux dernières relations écrites, on obtient 
une équation symétrique en x et en y, du cinquième degré en chacune de ces séries de 
variables, et représentant, en coordonnées x, la surface lieu des points conjugués du point 
y par rapport aux cubiques A, ou réciproquement, en coordonnées y, la surface lieu des 
points conjugués du point fixe x. Dans cette liaison^ à tout point x (ou y) répond une 
surface du cinquième ordre ayant pour point double le point considéré. 

Nous passons sous silence l'étude des 00' triangles déterminés, dans un plan fixe, 
par les cubiques de la congruence A. Ces triangles forment ce que l'on pourrait appeler 
une involution^ chacun d'eux étant déterminé par un de ses sommets. Les équations de 
cette involution ne sont autres que celles de la congruence A elle-même où les formes 
algébriques sont supposées ternaires^ en x, , x^ , x^ par exemple, si le plan fixe est choisi 
comme face x^=z o du tétraèdre de référence. Diverses questions se présentent (que 
nous avons résolues pour d'autres congruences de cubiques) notamment le lieu des 
pomts doubles et le nombre des points triples de ces 00* ternes de points, la corre- 
çondance existant entre un sommet et le côté opposé de chaque triangle, etc. Nous 
renvoyons à un autre travail l'examen de ces questions. 

Nous terminerons par quelques mots relatifs à des cas particuliers de la congruence A. 

Cas particulier de la congruence a. 

Si dans les équations de la congruence A, on suppose identiquement nulles les 
formes /,, ^,, c^, d^, on se trouve dans un cas particulier remarquable: le système 

Cire. MsHmt. FsJsrmté, t, XXVI (»o gemestre i^Oß). — Sumpftto U 7 mârxo 190a. v^ 
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(30 



= o. 



de courbes constitue alors une des deux congruences linéo-linéaires de M. Vekeroni. 
Nous désignons ce cas particulier sous le nom de congruence V. 

Ses propriétés se déduisent immédiatement de celles de la congruence A, ou bien 
elles se démontrent d'une manière analogue; et comme elles sont connues, au moios 
en partie, il nous sera permis d'être très concis dans ce paragraphe. 

La congruence V est représentée par les équations 

La droite a" i" est encore une bisecante principale, c'est-à-dire une bisecante de 
toutes les oo' cubiques V. 

Des équations (31) on peut tirer, en général, 

«.:«, = (f . K - < d J : - (a, *;,' - < b,), 
«.:«, = œ K - a: g;) : - « K - < K)- 
Les deux rapports a, :a^ et «, ra^ sont indéterminés si l'on a fl'j=si" = o, ce qui 
nous ramène à la bisecante principale. Mais le rappon «, : a ^ est seul indéterminé si 
Ton a 

h d b" 

X X - 

sans que d^ et V^ soient tous deux nuls. Et de même a^ : a est indéterminé si Ton a 

(34) 



(32) 



(33) 



=0, 



a' f a" 

^x fx ^x 



b' 



i: 



b" 



= o. 



Les formules (33) et (34) représentent respectivement deux cubiques gauches •y,'* 
y' constituant, avec la droite a"b", le lieu des points singuliers de la congruenu V. 



(35) 



= O 



Si un point y est sur la cubique y^ , le rapport a^ : a^ est bien indéterminé, mais 
«j : a^ a une valeur déterminée, k par exemple, de sorte que les oo' points ot, répondant 
à ce point singulier y^ décrivent, dans le plan (a), la droite a^ = jfea ; et les cubiques 
V correspondantes engendrent la quadrique 

*<+/; < 

kK + g'. K 

ayant pour génératrice a"b'' et passant par la cubique singulière y,; cette quadriqut 
coupe la cubique y^ en six points dont deux sur fl"J" et quatre en dehors. 

On voit aussi que, par deux points, l'un sur y^ et l'autre sur y', il passe et 
général une cubique F et une seule. 

Dans le plan (a) il y a deux points singuliers: i° le point a^ = a^ =z= o auque 
répondent oo' cubiques V engendrant la quadrique 

f'j:-gx = o 

circonscrite à la cubique singulière yj ; 2° le point a^ = a = o auquel répondent 00 



çntifpifs F 
drooDscnie i 7.. 



'.^. -'.<=• 
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Par on pan j it m^V^ fBoem »= rÔRWfm F, Les TÙsas ie i^:4^:m^ ^ t 

qui passe par les deox pciccs SDgdBtn i: rfic: (») « i îacocSc tììwrì ïiTie ATtàce 
du quatiîcnic ordne; or, ca in jVf a rrrt «.r«^ a »-:ä. jar les tükts îrocx«$pitoS 
dcmment (j2% 00 
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On peut, sms dm^er k valeur de ce determinine ranphoer les äihnents nuk 
de la première Hgnc par a[ et ceux de La seamde par f ^ ^ puisque le point v est^ p*r 
hypothèse, sor a"ìf''y on aurait ainsi une formule plus symétrique« 

Uèquatîon (36) représente une surface du quatrième ordre ayant a*' h"' pour droite 
double, le point j pour point triple, et passant par les cubiques y, ^ T*, * 

Void quelques corollaires faciles: il existe une seule cubique V passant par uti 
poim donné y de a" *" et y touchant un plan donné mené par a'*^**;— il existe u«48î 
seule cubique V passant par un point donné y de a" h" et touchant^ en un autre point 
de (f'V\ un plan donné mené par cette droite; — par deux points donnés de û''h'\ il 
passe deux cubiques F. 

Les coniques (C) du plan (a) enveloppent une courbe (Ö) ^^ quatriénie ordre^ 
ayant deux nœuds aux points singuliers du plan. Chaque conique (C) a deux pi)iut$ 
caractéristiques; donc il y a deux cubiques V touchant a*' h" en un point donné. 

fl y a une cubique V passant par un point donné de y, (ou yj) ^t par un poiitt 
donné de a" b'\ — U y a deux cubiques F passant par un point donné de y^ (ou y*) et 
touchant a"b'\ Etc. 

On trouve aisément, dans les formules représentatives de la congruence F, la gé- 
Q^radon géométrique donnée par M. Veneroki: deux quadriques variableS| 

K«, + «.f. <l = o, 1«.«; + «,/^ a:\mo, 
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passent, Tune par une cubique y^ et l'autre par une cubique yj , et toutes deux par une ^ 
bisecante commune à ces deux courbes; elles se coupent deux à deux suivant les cu- 
biques V. 

Par suite, une cubique V quelconque et une des cubiques singulières sont situées 
sur une même quadrique et ont pour bisecante une même génératrice de cette surfaœ; 
on sait que deux courbes pareilles ont quatre points communs. 

A présent, les cubiques V passant par un point y de y^ sont, avons-nous dit, sur 
une quadrique passant par y| et cette surface coupe y^ en quatre points seulement 
extérieurs à a"i". Donc toutes les cubiques V qui passent par un point fixe der 
passent par trois autres points fixes de y^. Les groupes de quatre points déterminés 
ainsi, sur une cubique singulière, par les cubiques F, forment une involution du qua- 
trième ordre et du premier rang. Par suite il y a six faisceaux de cubiques F qui 
touchent chaque cubique singulière. 

Tout ceci suppose les cubiques y^ et y'j sans point commun. A la fin de ce tra- 
vail, nous examinerons l'hypothèse contraire. 

Toute cubique V dégénérée se compose d'une droite rencontrant à la fois y^, y'j 
et a"b"j chacune en un point, et d'une conique rencontrant une fois la droite a" î" et 
trois fois chacune des cubiques y^ et y^. 

Les droites de ces cubiques dégénérées engendrent une surface du sixième ordre 
ayant a^'b" comme droite quintuple et les cubiques singulières y^ et y' comme courbes 
simples; nous passons sous silence la démonstration de ces faits, car elle ne présente 
pas de difficulté spéciale. 

En appliquant la condition (/ = o) pour qu'une cubique gauche en générai dégé- 
nère, et en y introduisant les paramètres a^ , a^ , a^ , on trouve que ceux-ci répondent 
à des points d'une courbe en a du huitième ordre, ayant les points singuliers du plan 
(a) comme points quadruples. Donc les cubiques F dégénérées engendrent une surface 
du seizième ordre ayant a"b" comme droite octuple et les cubiques y^ y'^ comme lignes 
quadruples. Or nous venons de voir quelle surface décrivent les droites des cubiques V 
dégénérées; donc les coniques de ces courbes dégénérées engendrent une surface du 
dixième ordre ayant a"i", y^ et y'^ comme lignes triples. 

La cubique V qui passe par un point donné y est déterminée par les relations 

«•••«. = (c,b'; - ay;): - ia^b'; - a';b;), 

on déduit de là (à un faaeur constant près) 

a a b 

X y y 

C C d 

' y y 



^" 



oi a A' CL c = 
et l'on calcule pareillement les autres éléments de la matrice (31). Finalement les èqua- 
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itent, en coordonnées x, la cubique F qui passe par le point ^ et, en coordon- 
la cubique F qui passe par le point x, accompagnée de la droite a"b". Le 

: de l'addition des colonnes permet de remplacer le premier déterminant de la 
(37) par 



ày 



= o. 



abrégé, {a^ c^ b'^). Les autres déterminants se remplacent de même par des expres- 
lus S3anétriques. Changeons alors x en y tt faisons parcourir au point y la droite 
as aurons 

Ü ('»/,*',') + K«,^.*D i'^lfJD + KKÂK) < + *< 
Ui>,cX) + Kb^cj:) ib;f'X) + kiib[fX) b'; + kb'i 

i éliminant k on trouve l'équation d'une surface du huitième ordre engendrée 
cubiques V qui s'appuient sur une droite y x^ Les lignes doubles de cette surface 
\l la matrice 

{^,Œ) i'^.cX) Q^cX) (b^cX) 

Wb':) Kfj':) Q>'/x) (b[f,K) 



^y 



Vy 



y ^ 

.es forment un système d'ordre total 12, composé de la droite a!*V* comptée 
les cubiques singulières y^ , y' et de la cubique V qui a pour bisecante la droite 
te dernière cubique est donc unique, ou la congruence V est de première classe. 



>ur avoir directement cette cubique V qui a pour bisecante la droite >:(, il faut 
î nous l'avons montré pour la congruence A) résoudre, par rapport à a^, a^, 
relations 



«.^;+«3/; ^*;+«3^; ^<+«3/. ««*;+«,^; 



de là facilement 






b" 
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b'. 



i'y S'y A i'. 
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V 
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= 0, 



= 0: 
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passent, Tune par une cubique y^ et l'autre par une cubique y j , et toutes deux par une 
bisecante commune à ces deux courbes; elles se coupent deux à deux suivant les cu- 
biques V. 

Par suite, une cubique F quelconque et une des cubiques singulières sont situées 
sur une même quadrique et ont pour bisecante une même génératrice de cette surface; 
on sait que deux courbes pareilles ont quatre points communs. 

A présent, les cubiques F passant par un point y de y^ sont, avons-nous dit, sur 
une quadrique passant par y' et cette surface coupe y^ en quatre points seulement 
extérieurs à fl"i". Donc toutes les cubiques F qui passent par un point fixe dey, 
passent par trois autres points fixes de y^. Les groupes de quatre points déterminés 
ainsi, sur une cubique singulière, par les cubiques F, forment une involution du qua- 
trième ordre et du premier rang. Par suite il y a six faisceaux de cubiques F qui 
touchent chaque cubique singulière. 

Tout ceci suppose les cubiques y^ et y'j sans point commun. A la fin de ce tra- 
vail, nous examinerons l'hypothèse contraire. 

Toute cubique F dégénérée se compose d'une droite rencontrant à la fois y^, fj 
et fl"i", chacune en un point, et d'une conique rencontrant une fois la droite a' b" et 
trois fois chacune des cubiques y^ et y^. 

Les droites de ces cubiques dégénérées engendrent une surface du sixième ordre 
ayant a"i" comme droite quintuple et les cubiques singulières y^ et y^ comme courbes 
simples; nous passons sous silence la démonstration de ces faits, car elle ne présente 
pas de difficulté spéciale. 

En appliquant la condition (/ = o) pour qu'une cubique gauche en général dégé- 
nère, et en y introduisant les paramètres a^, a^, a^, on trouve que ceux-ci répondent 
à des points d'une courbe en a du huitième ordre, ayant les points singuliers du plan 
(a) comme points quadruples. Donc les cubiques F dégénérées engendrent une surface 
du seizième ordre ayant fl"i" comme droite octuple et les cubiques y^, y'^ comme lignes 
quadruples. Or nous venons de voir quelle surface décrivent les droites des cubiques V 
dégénérées; donc les coniques de ces courbes dégénérées engendrent une surface du 
dixième ordre ayant a"i", y^ et y'^ comme lignes triples. 

La cubique F qui passe par un point donné y est déterminée par les relations 
on déduit de là (à un facteur constant près) 



et l'on calcule pareillement les autres éléments de la matrice (31). Finalement les équa- 



a a b 

* y y 

c c d 

« y y 

. a" b" 

y y 
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Dtent, en coordonnées x, la cubique V qui passe par le point y et^en coordon- 

la cubique V qui passe par le point jc, accompagnée de la droite a"b*\ Le 

î de Taddition des colonnes permet de remplacer le premier déterminant de la 

(37) par 



fl. 


Ö. 
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y 
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c. 


c^ 
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h'' 
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abrégé, (a^ Cy V^. Les autres déterminants se remplacent de même par des expres- 
lus symétriques. Changeons alors jc en jf et faisons parcourir au point y la droite 



us aurons 



= o. 



ib,cX) + KK'X) ib'^f.b'D + KbXK) *; + **;' 

i éliminant k on trouve l'équation d'une surface du huitième ordre engendrée 
cubiques V qui s'appuient sur une droite y [. Les lignes doubles de cette surface 
It la matrice 

(a^cX) ia^cX) ib^cX) (.K'J'D 

W*L') WK) (*;/,*';) (*;/,*',') 



*;' 



K 



les forment un système d'ordre total I2, composé de la droite a"b" comptée 
its cubiques singulières y^ , y^ et de la cubique V qui a pour bisecante la droite 
te dernière cubique est donc unique, ou la congruence V est de première classe. 



>ur avoir direaement cette cubique F qui a pour bisecante la droite j';^, il faut 
î nous l'avons montré pour la congruence A) résoudre, par rapport à a^, a^, 
relations 



«.<+«3/; «.*;+«3^; ««<+«/. «.*;+«3^; 



de là facilement 



b' 



b" 
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K 
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i'y i'y A i[ 



+ «, 
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f'y i'y r. i\ 



= o. 
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= o: 
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passent, Tune par une cubique y^ et l'autre par une cubique y^ , et toutes deux par une 
bisecante commune à ces deux courbes; elles se coupent deux à deux suivant les cu- 
biques F. 

Par suite, une cubique V quelconque et une des cubiques singulières sont sitaèes 
sur une même quadrique et ont pour bisecante une même génératrice de cette surfaœ; 
on sait que deux courbes pareilles ont quatre points communs. 

A présent, les cubiques V passant par un point y de y^ sont, avons-nous dit, sur 
une quadrique passant par yj et cette surface coupe y^ en quatre points seulement 
extérieurs à a**b*\ Donc toutes les cubiques V qui passent par un point fixe de y^ 
passent par trois autres points fixes de y^. Les groupes de quatre points déterminés 
ainsi, sur une cubique singulière, par les cubiques F, forment une involution du qua- 
trième ordre et du premier rang. Par suite il y a six faisceaux de cubiques V qui 
touchent chaque cubique singulière. 

Tout ceci suppose les cubiques y^ et y'j sans point commun. A la fin de ce tra- 
vail, nous examinerons l'hypothèse contraire. 

Toute cubique V dégénérée se compose d'une droite rencontrant à la fois y,, y! ] 
et fl"i", chacune en un point, et d'une conique rencontrant une fois la droite a! V* a ' 
trois fois chacune des cubiques y^ et y^ . 

Les droites de ces cubiques dégénérées engendrent une surface du sixième ordre 
ayant a*'V* comme droite quintuple et les cubiques singulières y^ et y^ comme courbes 
simples; nous passons sous silence la démonstration de ces faits, car elle ne présente 
pas de difficulté spéciale. 

En appliquant la condition (/ = o) pour qu'une cubique gauche en général dégé- 
nère, et en y introduisant les paramètres a^, a^, a^, on trouve que ceux-ci répondent 
à des points d'une courbe en a du huitième ordre, ayant les points singuliers du plan 
(a) comme points quadruples. Donc les cubiques V dégénérées engendrent une surfaa 
du seizième ordre ayant a"b'* comme droite octuple et les cubiques y^, y^ comme lignes 
quadruples. Or nous venons de voir quelle surface décrivent les droites des cubiques V 
dégénérées; donc les coniques de ces courbes dégénérées engendrent une surface du 
dixième ordre ayant a"b'\ y^ et y'^ comme lignes triples. 

La cubique V qui passe par un point donné y est déterminée par les relations 
on déduit de là (à un facteur constant près) 



et l'on calcule pareillement les autres éléments de la matrice (31). Finalement les équa- 
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y y 



DEUXIÈME CONGRUENCE LINÉAIRE DE CUBiaUES GAUCHES. 



93 



a" 

y 



ày 

K 



a' 


a' 


K 


X 


y 


y 


f: 


fy 


l!'y 




< 


b" 




y 


y 


b' 


a' 


b' 


X 


y 


y 


il 


n 


S'y 


• 


< 


*" 



b'i 



= o 



bentent, en coordonnées x, la cubique V qui passe par le point y et, en coordon- 
jj la cubique V qui passe par le point jc, accompagnée de la droite a"b". Le 
npe de Taddition des colonnes permet de remplacer le premier déterminant de la 
ice (37) par 
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=1 o. 



en abrégé, (a^ Cy i"). Les autres déterminants se remplacent de même par des expres- 
î plus symétriques. Changeons alors x tn y et faisons parcourir au point y la droite 
nous aurons 

i^yCXl + H^c^K) W,K)-hKKf.K) < + *< 
ii'yCX) + KKcj':) (b;f,b:)-\-k(b'jj:) b'; + kb'i 

En éliminant k on trouve l'équation d'une surface du huitième ordre engendrée 
les cubiques V qui s'appuient sur une droite y [. Les lignes doubles de cette surface 
lent la matrice 

(^-^.^D (.^c^K) (b^c^K) iKc^v:) 



*" 



*;' 



y K 

Elles forment un système d'ordre total 12, composé de la droite a''b" comptée 
?, des cubiques singulières y^ , y^ et de la cubique F qui a pour bisecante la droite 
Cette dernière cubique est donc unique, ou la congruence V est de première classe. 

Pour avoir directement cette cubique V qui a pour bisecante la droite j':^, il faut 
ime nous l'avons montré pour la congruence A) résoudre, par rapport à a^, a^, 
es relations 



««S + '^aS «,^ + «i^y «,^, + «a^ «,^ + aa^, 

«.^.+«3/; «.*;+«3^; «.<+«5/. «i*;+«3^; 



re de là facilement 
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= 0: 



= 0, 



M. «TUTTAEKT. 



et pareiQement 












:■! 



a" 



i^'.+«. 



d. 



A. 



*:« 









= o. 



Les deux rapports x, :z, et «,:>, soot indétemimés si les déterminants eztnil 
de la matrice suivante, en prenant toujours b dernière colonne, sont tous nuls: 

a, c, a\ f, «Vu 
h, d, »; ^, Kl! 

Ä. c. a. f^ fl':'"' 



(40) 



b. d. K 






'K "l '< ^l 

Au contraire« le rappon s,:«, est seul indétennmè si Tqa a 

>; ^^ < *; 



< 



*;. 



Mais ced exprime que la droite v v ^st bisecante <fe la cubique singulière */ et 
les ex' cubiques F correspondantes engendrent une quadrique drconscrite â yj ^ 
par quatre points fixes de r^ . Quant aux droites y^ qui annulent la matrice (40), 
annuler les matrices panieUes des colonnes i, 2, 5 ou 3, 4, 5, dies forment uneooiff 
gruence qui est visiblement de troisième ordre (M. Vekeroni a montré qu'dle est aofl^ 
de troisième dasse). 

Ainsi les bisécantes singulières de la congruence F sont: i® les bisécantes 
cubiques singiiUère y^ 7^'; 2^ les rayons d^une congruence du troisième ordre anoufail 
la matrice (40). 



,: 



Pour étudier les tangentes aux cubiques F, ccMisidèroas ic rèsean des quadiijas 
circonscrites â une de ces courbes et écrivons, comme suit, i'équatiaa de œ réseao 

X V r 

Le plan polaire d'un point y par rappon â une quadrique de ce réseau est rqirè- 
sente par une équation qui s'écrit, en abrégé, 

À ^1 



ou encore 












si le point jr est sur b cubique considérée, les troisièmes figues de ces deux ^^ ^inhi Mitt 
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Dt identiques; les plans polaires forment un faisceau dont Taxe est la ungente tny 
la cubique considérée ; les équations de cette tangente se tirent de la dernière équation 
deviennent, après un petit calcul, 



En remplaçant «,:>. et a, 
lient 



f; 



par leurs valeurs connues en fonctions des y, on 







f^; 



Â f, 



by 
ày 

i'y 

v; 



h, a, h, 



— At 






•*y 
fy 



Vy 
g'y 

v; 



= {b,c,-a,i,-)iay;-a';h:\ 



= Q'yfy-a;g',)ia':v;-a';b':)i 



première de ces équations se ramène facilement à la forme abrégée suivante 

(^a^Cyb';)b'; = (^b^Cyb';)a';; 
i seconde donne un résultat analogue et, en combinant les deux formules, on peut 
cnre 



(a,c,b';) ia!J',b'^ a'!, 



{KcyV;)-(bxb';)- v;- 

En coordonnées x ce sont les équations de la tangente, au point >», à la cubique 

passant par ce point. En coordonnées y^ ce sont les équations d'un système de lignes, 

i huitième ordre au total; mais la droite a" b'* appartient à ce système, car ses points, 

«nme le montre un calcul facile, identifient les deux premiers rapports (42); le système 

complète donc par une courbe c du septième ordre, lieu des points de contact des 

ngentes menées aux courbes V par le point fixe x. 

Cette courbe c est projetée d'un de ses points, x par exemple, suivant un cône 
a sbdème ordre; donc U complexe des tangentes aux cubiques V est du sixième ordre. 

Le plan a'y est en somme un plan arbitraire mené par a"b'*\ il coupe c aux quatre 
Mnts, généralement extérieurs à ö"i", qui annulent aussi les deux premiers numéra- 
urs des fractions (42). Si en particulier a'I était nul, ces quatre points se réduiraient 
un seul, savoir le point x lui-même. Il en résulte que la courbe c coupe fl"i" en 
lis points et y touche le plan (a"t"x). 

Pour projeter, de x, la courbe c , il suflSt de remplacer y par x -{- ky dans les 
uations (42) et d'éliminer k ensuite: la substitution donne 

{aj,Vl) + k{a^c,b'; ) _ {aXK) + K<fyh';) _ <' + ^< 

{b,c,b';) + kib^cyb';) ~- {b'j^D + KVJ'yV'y-) " *': + **;'• 

L'élimination simple de k donne une équation que nous n'écrivons pas et qui re- 
vente, en coordonnées ^, le cône du complexe des tangentes ayant pour sommet jc, 
:ompagné du plan {cC*V*x). 
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Les conditions pour que les équations précédentes soient vèrifées par deux ^ 
de k donnent les rayons singuliers de ce cône: 

i^.c^Kl iKc.VD i^.hKl C*,^^')! 

(.^XK) i^XK") i^XI^D WyVy") 

< K < ^' 

Cette formule représente huit rayons issus de x; comme la courbe c^ était 
pagnée de sa trisécante a"b"y trois de ces rayons joignent k point x aux int 
de c. et a"b'\ Les cinq autres rayons sont des génératrices doubles du cône des 
gentes et nous sont déjà connus : i" les bisécantes menées de x aux cubiques 
Y, y tI y lesquelles bisécantes annulent respectivement les éléments de la première et 
la seconde ligne dans la matrice ci-dessus; 2** les trois autres bisécantes singulières ] 
de Xy qui annulent la matrice (40) et qui rendent donc proportionndles les deux 
mières lignes de la matrice ci-dessus. 

Le faisceau des plans tangents en ^ à la cubique F qui passe par ce point y mena 
a pour équation 

La condition pour qu'un plan de ce faisceau passe par deux points fixes donnés ^ 
:C s'obtient en substituant â x successivement ;^ et :^' et en éliminant >; on trouve 

En coordonnées y c'est l'équation d'une surface S^ du àxième ordre. La droil 
^;^' en est une droite simple, car, en substituant aux y les coordonnées du point 
point quelconque de la droite x^:^^ on voit que les quatre déterminants du premier nfî 
port ont chacun deux colonnes identiques, tandis que ceux du second rapport ne 
généralement pas nuls. 

La section de la surface 5^ par un plan quelconque contenant la droite jX ^ 
complète par une courbe du cinquième d^ré. Donc, le lieu des points de contact Smm 
plan avec Us cubiques dt la congrucnu V est une courbe du ânquihne ordre. 

L'équation (43) représente le faisceau des plans tangents, au point ^, à la cuWq«! 
V passant par ce point ; cette cubique elle-même est représentée par les équations (37)] 
que nous pouvons écrire sous la forme suivante: 

iKcyb'p - iKf'b';) - b: - "» 



ou encore 



(45) 
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Entre les équations (43) et (45) éliminons les x; nous obtenons un déterminant 
dont nous n'écrivons qu'une colonne: 

L'indice i prend, dans les diverses colonnes, les valeurs i, 2, 3, 4. Quel que soit 
deux des racines de cette équation cubique en w sont égales à — {a!^ : tp, qui est 
iaramhtrc w du point y. S'il en est de même de la troisième racine, le plan tangent 
résenté par l'équation (43) est le plan osculateur à la cubique Vy. Mais alors le 
duit des racines de l'équation (46) en w doit être — (a" : i ")', ce qui s'exprime par 
-dation suivante, obtenue après un calcul facile. 






HD" 



(b.cyb';) 



= o. 



En éliminant \ entre cette égalité et l'équation (43), on obtient une équation à 
IX séries de variables x et y. En coordonnées courantes x, elle représente le plan 
rulateur en ^ à la cubique V passant par ce point y. En coordonnées courantes y, 
î représente la surface lieu des points de contact des plans osculateurs menés du point 
e X aux cubiques F. 

Faisons id une remarque en passant. On peut prendre les équations d'une cubique 
fiable de la congruence F, les résoudre par rapport aux x, et parvenir ainsi à des 
sultats analogues à ceux que nous avons obtenus, de la même manière, pour im autre 
stèrne de cubiques, dans un travail intitulé : Une congruence linéaire de cubiques gau- 
ts (Bull. Acad. Roy. de Belgique, mai 1907). Nous laissons au lecteur le soin d'efiec- 
cr ces calculs et de vérifier notamment qu'il y a six cubiques V qui osculcnt un 
u donné. 



Enfin nous trouverons un dernier résultat en projetant la cubique 



b^ V 






= o 



m point y situé sur la courbe même. Le cône quadratique ainsi obtenu a, comme 
us le savons, pour équation 

, en supposant que la cubique appartienne à la congruence F et en introduisant 
^licitement les paramètres a, 

«.^x + «a^x a.*x + «,^x ^.by + CLjy 

< K b'; 

Mmd. Cire. Mst^m. ¥aUrmo, t. XXVI (a^ semestre 1908). — Sumpato il 10 marzo 190«. ij 
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Remplaçons albrs a, : a^ et a, : a^ pat leûf » valeurs en fonction des y, puisque le 
point )^ est sur la cubique en question : 



\ à, hy 
«X h dy 

. «y b'; 




K ày by 

d, Cj dy 

. di v; 


(byCy^aydy) 


n J'y i'y 

\. d'y b"y 




bl a'y b'y 

ù /; î\ 

d'y b'; 
K 


i 



= o. 



= o. 



ou, après un calcul facile, 

(«, Cy b'y') ib, Cy A',') 

En coordonnées x c^est le cône de sommet y perspectif à la cubique F passant 
par y. En coordonnées y c^est une surface S^ du quatrième ordre, lieu des appuis des 
bisécantes aux cubiques V issues d'un point fixe x. Cette surface S^ passe par la droite 

La première surface polaire du point x relativement à cette surface S^ est une 
Surface cubique, lieu du conjugué de ce point x par rapport aux cubiques F, 



Cas particuliers de la congruence F. 

Öni obtient évidémhient des cas particuliers de la congruence V en supposant quel 
lès cubiques singulières y^ et y^' aient, outre leur bisecante commune a"b'\ uncertain 
nonibre de points communs (quatre au plus). Pour chacun de ces points, les rapports 
*i-^2 ^^ ^l'^i ^^^ complètement indéterminés et, par suite, ces points appartiennent 
à toutes les cubiques de la congruence. 

M. L. GoDEAUX, au cours de recherches relatives à des générations dé dOurbât^ 
surfaces, complexes, etc., a rencontré le cas particulier où y^ et y' ont deux points 
communs, et il Uoiié i conliriüniiiiiie cette circonstance. 

Lorsque les deux cubiques y^ et y'^ ont quatre points communs A^ JB, C, D, nous 
retrouvons, comme cas particulier de la congruence F, le système U des cubiques gau- 
ches passant par quatre points et possédant une bisecante commune a"b"j système 
connu depuis longtemps et que Ton sait être de premier ordre et de classe zéro. 

Signalons, en passant, une forme propre à représenter cette congruence 17: si Ton 
signe par X, (a, v des paramètres variables, la matrice 

X (X V o 
a c f a" 
b d g. V 

X **« Sx X 

s'annule pour oo* cubiques gauches ayant a"i" comme bisecante et passant par les 
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yy 



quatre points 



e. fi 
à, g. 



v. 



^ o. 



u« 



Ceux-d sont <ilooc des points fondamentaux, et les msuI» yjiuu, »it^uUcrt vm\ >/:\ 
de la bisecante a" h". 

On peut, i thie d'exercice, faire, sur cette formt, la r!i»;'-»fi«. 'j«.- b v^jiffm .,.,. fj. 
On verra, par exemple, que les bisc'cantes d'une dt» cuL>l•^.l<-^ (/ s.'/»i' 'ion m'.!.;, j/;i» Ir^ 
relations 

Pour qu'une telle bisecante passe par deux poiîiit Ki'ßuuit ^ «•• /. j| fytjt »li 
dirions qui s'expriment en remplaçant x par 3 en 7 dant l*.t 'i.-ftiitfii f«)uuor):, 
en éliminant ik, i', h"y k"\ on trouve 

^7 h fy < 

*. ^. gy v; 






*. d. 



f. 



'*, 



- ? h" 

ce qui représente, en coordonnées-lignes T; 7;. nu <j/tji]jk'yj: <ir Hi yj,. |-„ y/-uh'4Î 'Jr/nc 
une droite n'est bisecante d'aucune cubiqut dt la v^ìj^jr-^.^iv; ';; îuiiJt kt, 'Jr'/in.f, ^ui 
font exception appartiennent i un complexe de Hhih <^hi<ir*:iJiK ^jßUiiuy 

Gand, 2 dftcembre 1907. 



M. SrvyvAKirr 
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ZUR CONVERGENZ DER POTENZREIHEN ALGEBRAlSCi 

FUNCTIONEN. 

Von Leo Koenigsberger (Heiddbeig). 



Adunanza del j febbrâ|D if 



(^) 



In meiner Arbeit Über die Entwicklung algebraischer Functionen *), 
Zusammenstellung der algebraischen Gleichung \ 

in welcher /^ von Null verschieden ist, mit der Gleichung 

^ (Af+M/+ ... +M/or + (M+jifiH i-A^or"* 

Ì ••• +i-\ + Mt+ ... +AfOî + (Afï+ '-^ +Ml^) 
worin — \ irgend eine reelle positive Zahl ^ mod t^ ^ und M cine positi 
iliMiiel, welche nicht unter dem grössten Modul der CoeâSdenten der 
lic^l, ^c/cigt worden, dass der Zweig der durch diese Gleichung defiDirtco 
l'iuR'tion yy welcher für / = o selbst verschwbdet, sich in eine nach 
f*cndcn ganzen Potenzen von / fortschreitende Reihe entwickeln lasst, wc 
Wcrth von |a innerhalb eines um den NuKpuokt mit dem Radius 

I -|- mod(i — t) 

boachricbenen Kreises convergent ist. Hierin bezeichnete mod(i — t) 
Modul der Werthe i — r^,, wenn die Grössen t^^ die nur von m und 
Lfiiungen der Discriminante der vermöge der Substitution 

iruifonntrten Gleichung (2) 
€ 



leuten. 



del Circolo Matematico dì Palermo, Bd. XXIV (2° sem. 1907), S. 36-45. 
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IQl 



denten der Potenzcmwicklung 



^ ll ' 2l ' 3! ^ 

jteten Lösung der Gleichung (i) sind alsdann aus den Gleichungen 



aen Lös 



. v'" 
1^3! 



:= n. 






aus denen sie ach, wie ich früher gezeigt *), in der Form ergeben 



>r_A 



me ganze und ganzzahlige Function der Grössen a^ . _ , h^ . . . , I, , . . , n 
Reihe wird alsdann für alle Werthe von f, deren Moduln unter dem 
|hoeten Radius r liegen, der Gleichung (i) identisch genügen, 

zunächst noch ergänzend bemerkt werden, dass die Losungen der Dis- 
weiche die sammtlichen mehrfachen Punkte der durch (4) defioirten alge- 
pimcüon ^ von t liefern, stets einfache Windungspunkte sein werden, wobei, 
acr Arbeit gezeigt worden, \ so gewählt werden konnte, dass sich t^^i 
diesen Wenhen befand. 
Dämlich aus (4) 

^ = («+l)Afr, ~ = (m + l)«.MT^"- + 2(X„-M) 

wird, wenn dem Werthe t^ eine mehrfache Lösung :^^ der Gleichung (4) 
[also 



.C„o, = o. (?^))^=, 



und sich hieraus durch die Substitution 



-^ = u 



r unabhängigen Variabein [ und der abhängigen Variabein u die algebraische Glei- 



*) Journal fòr die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXX (1905), S. 259-269. 
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chung ergeben 

o = C(^ «) = (MC^' _ Af)« + (»• + OAf^:U-0« 
+ ^[(m+i)«AfT.C- + 2(X„_W)](t-0+-, 
in welcher dem Wenhc ^ = ^, die einfache Lösung « ^ o cntspridsi, um 
der Coefficient von u verschwindet oder ;^, eine wi -f- i" Einhchswund t ii 
das letztere aber nicht der Fall sein kann, geht daraus hervor, dass dam die Q 
(4) die Beziehung ergäbe 

(l^_Af)£* — X^« + Af = oder (c — i)(X^« — M-M«)=^ 
welche nicht statthaben kann, da \ und Af reell sind, und ^ ^= i ^nggmAt— 
Es folgt somit, dass sich u nach ganzen positiven steigenden Poema m 
in der Form entwickeln lässt 

worm 

_ (m + Qm MT.Ç -' + a(X, - Af) 

• ~ 2M(^-'' — i) ' 

und somit 

- - ^ = «a - m) =Mi- K,y + ^.a - o' + -. 

woraus sich, wenn A^ von XuU verschieden ist, die Entwicklung cigidA 

und daher der mehrfache Punkt t^ auch stets ein einfacher Windungspimkt ae 
Ist aber A^ = o, tritt also zu den Gleichungen 

^^ â\; ^'^ = ("' + '^^^'^" + 2(X„ - M)^ - X, = o 
noch die Gleichung 

hinzu, so ergeben sich hieraus, wie leicht zu sehen, die Werthe 

, ^ \'» _ 4(X„ - Af)Af (w' — i) - 11^' 

^' 2(X„ - M)(m - I) ' •■- 4(X;-Af)Af(m'-i) ' 

während zwischen m und M die Beziehung besteht 

m-X;- [4(\ - M)M{m' - - //'^ \] + 2-*'(X^ — Af)-"'(« - if- 
Da aber nach den früheren Auseinandersetzungen nur M nicht unter (fcm |ri 
Modul aller Coefficienten der Gleichung (i) liegen, und —\ eine bdicWgc rtefc|i 
Zahl ^ mod /^ sein sollte, so dürfen wir annehmen, dass diese kotoe Bai 
zwischen w, Af, \ nicht besteht; wollen wir aber auch diesen Fall nicht aDfld* 
also zulassen, dass y/, = o ist, so wird 
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i ?, , wie leicht ersichtlich, nicht Null sein kann, von Null verschieden sein, und 
ch somit 

Iso 

€) i-i.= ^r^(^ - ^f + c,(T _ T.v + . . . 

ergeben, und^ die Lösung t^ der Discriminante somit für 7^^ einen zweifachen Windungs- 
punkt liefern. 

Sämmtliche Lösungen der Discriminante der Gleichung (4) sind somit Verzweigungs- 
punkte, und zwar einfache oder zweifache Windungspunkte, und werden daher alle 
ftr die Auffindung der kleinsten Moduln der Ausdrücke i — x^ in Betracht kommen. 

Soll nur — wie es für die in meiner oben erwähnten Arbeit angedeutete Auflösung 
der numerischen Gleichungen durch unendliche Reihen nothwendig war — für die Po- 
tenzreihe der durch die Gleichung (2) definirten Function :( von tj welche für ^=0 selbst 
verschwindet, ein Convergenzbereich festgestellt werden, welcher von der Zahl pt. un- 
abhängig ist, und auf dessen nähere Untersuchung ich sogleich zurückkommen werde, 
so würden die kleinsten in Betracht kommenden Werthe der Grössen mod (i — ^ t^) 
weiter zu prüfen sein. Will man jedoch unabhängig davon den Convergenzbereich der 
für f = o verschwindenden Function :( von t der Gleichung (2) feststellen, so wird 
man zunächst auf die Entwicklung der durch die Gleichung 

(7) ,^-j-(l--j- ...-j-f'+,4-(l_T) = 

in welcher t von der Einheit verschieden vorausgesetzt werden durfte, definirten Func- 
tion / von T näher eingehen müssen, oder auf die Entwicklung der Lösungen der Glei- 
chung 

(8) o = /f(T, = (^'-(i+t)/ + t, 

da ^=zi kein mehrfacher Werth von ty also ^ um t = (x herum nicht verzweigt sein 
kann. 

Ist nun T = T, ein mehrfacher Punkt für die Function / von t, welche den Werth 
t^ annehmen möge, also 

und setzt man aehillich wie oben die Gleichung (8) in die Form 

O = //(t, = (-/. + i)(t _ T.) - (t - T.)(t - O 

>ö Wird die^lbe durch die Substitution 

T T. 

= V 



m die algebraische GläChung 

o = K{t, v) = (- I, 4- i)v — Q- t,)v 

°^t der unabhängigen Variabehi t und der abhängigen Variabein v übergehen, und 
da /^ = I ausgeschlossen var, stets die einfache Lösung v = o ergeben. Wir 



104 LEO KOENIGSBERGER. 



erhalten somit die dem mehrfachen Punkte t^ entsprechende Entwicklung 
worin 

•~ 20,-1) 

nicht verschwinden kann, da t, = i also ', ^ o ausgeschlossen war, oder 

(9) i:-T. = «.(t-t,y + «.(^-0'+---. 

und daher 

/-^ = «.""^(T-T,V+ß,(T-T.y + .... 

Alle mehrfachen Punkte x^ der Function t sind daher einfache Windungspunkte 
derselben und nach den oben aufgestellten Bedingungen durch die Gleichung 



definirt, denen dann die Werthe 

, -V: 



(II) t, = ^^^^^ 



zugehören. 

Ist nun Tj ein Verzweigungspunkt für :( als Function von t, so dass sich l — ^^ 
um T == Tj herum in der Form (5) oder (6) entwickeln lässt, so wird sich, wenn dk 
Lösung der Discriminante von (4) der Gleichung (10) genügt, und also t^ durch (11] 
bestimmt ist, aus (5) und (9) 

^-K, = ^r^«.^(* - o + ^.0 - ^y + • • • , 

und aus (6) und (9) 

^ - 1. = ^r^«/ - f.f -i-F^o- o^ + • • • 

ergeben, und daher im ersten Falle t^ garkein Verzweigungspunkt, im letzteren t^ eii 
zweifacher Windungspunkt von :( sein. 

Fällt dagegen die Lösung der Discriminante von (4) nicht mit einer Lösung de 
Gleichung (10) zusammen, so wird t als Function von t die Entwicklung haben 

t. — I 



und daher 



' - '■ = fr+.K-(.+^) <^ - '■> +'-^'- '•^" + 



sein ; dann werden nach (5) und (6) die Entwicklungen für :( als Function von t di 
Form annehmen 



und 



, _ , = ^;^( fr + .K-(.+^,) y(, _ ,,)i + ^_(, _ ,,)i + 



^^ also jedenfalls ein Verzweigungspunkt von :( sein. 
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Für jeden andern Werth t^, welcher nicht eine Lösung der Discriminante, also 
auch kein Verzweigunspunkt von :^ als Function von t ist, wird 

worin 

o - ^(XT' - 

^'- (m + i)Mt. ^: + 2(\- M)i, - \ 
ist, und daher, wenn t^ der Gleichung (lo) genügt, nach (9) 

sein; wenn dies jedoch nicht der Fall ist, die Gleichung (12) die Entwicklung liefern 

,_^= ö,(!i+iM^lL±i)(,_,,) + S.(,-,,)-+ -, 

in beiden Fällen also t^ kein Verzweigungspunkt von 7^ als Function von t. 

Wir finden somit, dass, wenn t^ eine Lösung der Discriminante der Gleichung (4), 
also ein Verzweigungspunkt von :^ als Function von t ist, und nicht der Gleichung 
(10) genügt, der dem t, entsprechende Werth t^ stets ein Verzweigungspunkt von 7^ 
ak Function von t ist; wenn t^ dagegen nicht der Discriminantengleichung genügt, 
die Function x. von / in ^^ nicht verzweigt sein wird. Nur, wenn die Lösung t^ der 
Discriminante zugleich der Gleichung (10) genügt, wird die Function 7^ von t in dem 
durch die Gleichung (12) als Function von t^ gegebenen Werthe t^ nicht verzweigt 
Sern. 

Um nun zur Feststellung einer von (i unabhängigen Convergenzgränze weitere 
Anhaltspunkte zu gewinnen, wollen wir zunächst von der quadratischen Gleichung 

ausgehen, in welcher mod h^^\ vorausgesetzt werden soll, und mit welcher somit 
die der Gleichung (3) entsprechende Gleichung 

Mt:^' + (Mt — m — i):^ + M(t — i) = o 

zusammenzustellen ist, in welcher — \ als reelle positive Grösse Z. mod h^ der Einheit 
gleichgesetzt werden durfte. 

Die Lösungen t^ und t^ der Discriminante dieser Gleichung 

jAfr' — 2M(Af— i)t — (Af+ i)* 
liefern die Ausdrücke 



und es liegen daher nach dem oben angefühnen Satze die Verzweigungspunkte der • 
^ quadratische Gleichung definirten Function y ausserhalb des um den Anfangs 
^ = mit dem Radius 



y^ _mod(i — T^) _ 2fAf + M + i"— (2Af + i) _ /^W 
i + mod(i- T,)~" 2t/M^+"Af+ I +(Af— i) "" \ 

W Ore. MMUm, PsUrmo, u XXVI (»<> $em. t^oß). — Sumpato l'ii nuirto 19dl. 
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bescfarìebenen Kreises, so dass die Entwicklung von y nach stngenden ganzen positiven 
Potenzen von / jedenfalls innerhalb dieses Kreises convergiren wird. 

Untersucht man nun, für welche Werthe von k unter Voraussetzung eines bdic- 
bigen positiven Werthes von Af X i 

_ (VW±MTj -M \ ' _i_ 
"^"V Af+i / -kM^ 

oder 

{k — 2Vk)\P + {k- 21^— j)M' — 2Äf — I X O 

ist, so folgt leicht, dass k über 8 hinaus liegen muss, und die Potenzreihe für :(, also 

auch die fur j^ daher jedenfalls innerhalb eines um den Nullpunkt mit dem Radius ^-r» 

gezogenen Kreises convergiren wird. 
Ebenso einfach folgt aber, dass 

ist, und dass somit für die Function :^ die unterste Grenze für die absoluten Werthe 
der Verzweigungspunkte zwischen ^-r« und — jt^ für verschiedene Werthe von M\i 

variiren wird. Dass aber diese untere Grenze nicht wachsend über — v^hinau^etfen kann, ] 

ist daraus ersichtlich, dass die Reihe, wie leicht zu sehen, für / =: — ^ divergirt. Setzt man 
nämlich die Discriminante durch Substitution des Werthes für t in die Form 

I — 2Af(2Äf+ i)^— 2(2Af + i)(M^+ ... -j-Af/^) — 5(Af^H f-W)% 

oder 

[-i+K0]'-4K0[^+f(0], 

worm 

g{f)z=Mt + Mf+ f. Me 

ist, so erkennt man unmittelbar, dass dieselbe eine zwischen t = o und t = — |^ li^- 

4A1 

gende reelle Lösung besitzt, und dieser Werth daher ein Verzweigungspunkt von ;^ seij3 
vird, wenn er nicht eine mehrfache Lösung der Discriminante darstellt. Dass das letzter^ 
aber nicht der Fall sein kann, geht daraus hervor, dass dann die Discriminante mis 
ihrer Ableitimg 

-^'(0[2 + 4M4-6K0] 
diese Lösung gemein haben müsste; da aber, wie leicht zu sehen, g'(t) nicht für ein 

t, dessen Modul unter — r^ liegt, worin Af X i, verschwinden kann, so vürde die 

Ableitungsgleichung für dieses / den Wenh 

liefern, und somit die Discriminante in den Ausdruck 

ÌB reelles Af verschwindet. Die Potenzreihe für ^ als Fudc- 
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don von / wird also für einen Werth dieser Variablen zu convergiren aufhören, dessen 
absoluter Betrag kleiner als — ^r^ ist, während der Convergenzbereich der Reihe für y 

A. Al 

darüber htnausreichen kann. 

Will man für einen bestimmt gegebenen Werth des Af ^ i den Bereich angeben, 
innerhalb dessen sich alle Verzweigungspunkte der quadratischen Function x. vo° ^ 

befinden, oder die Werthe von k bestimmen, für welche die Ausdrücke yth die aeus- 

kM 

sersten Grenzen für die absoluten Beträge der Verzweigimgspunkte bilden, so wird man 
die mit ^ — I multiplicirte und gleich Null gesetzte Discriminante 

3^^"' + 4(M — i)t^' — (4M + 2)^' - 4Mf + (4M + 4)^ — I = o 
durch Substitution von t = t-w, in 

überführen, und nach bekannten Methoden für den Radius des aeussern, die Lösungen 
dieser Gleichung begrenzenden Kreises den Werth 

für denjenigen des innem Kreises 

3 ^j_ 

3 -j- M*<^* ^ 4 

erhalten; es werden somit die Radien für die begrenzenden Kreise der NVariabeln 

durch 

gegeben sein, und die Potenzreihe für :^ daher jedenfalls nicht über ein t hinaus con- 
vergiren können, dessen absoluter Betrag grösser als ^ v^ ^^ îst. 

Für den speciellen Fall, dass die CoefEcienten der in y quadratischen Gleichung 
lineare Functionen von t sind, somit die den gemachten Veraussetzungen entsprechende 
redudrte Gleichung in 

übergeht, ergiebt sich durch unmittelbare Auflösung der in t quadratischen Discrimi- 
nantc für die Lösung mit dem kleinsten Modul der Wenh 

_ 2V^M' + M+ I — (2M + 1) 
und hieraus, da die Ungleichheit 



iVAf + M+ I— (2M + i) ^ I 
3M —AM' 

för jeden positiven Werth M ^ i für alle Jk erfüllt ist, die ^ 6 sind, jedenfalb 
^vergenz der :(- also auch der ^^-Reihe innerhalb eines um den Nullpunkt 
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dem Radius 7-v^ gezogenen Kreises, so dass für verschiedene Werthe von M der 

Modul des nächsten Verzweigungspunktes für :(, zwischen 7-^^ und — r^ hemm 

schwanken wird. 

Untersuchen wir endlich noch den Fall der kubischen Gleichung mit in t linearen 
Coefficienten 

(«o+«.oy+(*o+*.o/+(fo+f.03'+^.'=o, 

worin wieder mod ^^ ^ i sein soll, so wird für \=^ — i die reducirte Gleichung 

M(i + 0^' + Af (i + 0^' + (— I + Mt)7i +Mt = o 

die Discriminante liefern 

4SMU' + (48 Af^ — 88M')f + (i2Af^ + 116 A4' + 201 Af)^ _ (3 Af + 12) = 0, 

und es werden die Lösungen derselben nach dem schon wiederholt benutzten Satze 
einen grösseren absoluten Betrag haben als die Grösse — p — , wenn unter der 
Annahme M ^ i q den grössten absoluten Betrag der Zahlen 



48Af3 48Af^ — 88Af ' i2Af^ + ii6Af' + 2oiAf 

3Af+i2' 3Af+i2 ' 3Af+i2 

bedeutet. 

Da nun die erste dieser drei Zahlen grösser oder kleiner als die dritte ist, je 
nachdem M grösser oder kleiner als ein zwischen 4 und 5 liegender Werth ist, so 
ergiebt sich leicht, dass für jedes Af ^ i die der kubischen Gleichung genügende 

Potenzreihe jedenfalls innerhalb eines Kreises convergirt, dessen Radius gleich — j-n 

ist, wobei der Convergenzbereich der Reihen für :^ und y je nach. dem Werthe von 
M auch ein grösserer sein kann, der für :^ jedoch, wie wiederum leicht zu sehen, 

die Grenze für den Radius — z-r^ nicht erreichen wird. 

4Af 

Wir finden somit, dass aus der mittels Grenzen vollzogenen Einschliessung der 

Lösungen der Discriminante für eine quadratische Gleichung mit Coeffideaten ?oa 

einem beliebigen Grade in t sich für die reducirte Gleichung ein Convcrgenzgebiet ïïA 

einem zwischen ^j^ und —j-ß gelegenen Radius, und für dne kubische Gleichung 
mit in t linearen Coefficienten ein solches mit einem Radins zwisdiËii >- -^. . ^ wstÉ 

—j-^ ergiebt, während eine quadratische Gleichung mit in t 1 

wie durch unmittelbare Auflösung derselben oder durch 
Lösungen der Discriminante folgte — einen Convergenzbei 



ZUR CONVERGENZ DER POTENZREIHEN ALGEBRAISCHER FUNCTIONEN. IO9 

zung nur zwischen den engeren Grenzen ^-^ und —ttï schwanken konnte; ge- 
meinsam war den drei Fällen, dass die Potenzreihe für :( jedenfalls schon für t = —rrt 

4 Al 

divergirt, während für die gegebene Function y sich das Convergenzgebiet über einen 

Kreis erstrecken wird, dessen Radius im Allgemeinen grösser als 0-TT2 > — m und 

o M 23 Al 

m "^^ ^^'^- 

Um die bei dieser auf Grenzeinschliessung der Lösungen der Discriminante der 
reducirten Gleichung beruhenden Methode der Bestimmung des Convergenzbereiches, 
je nach der Grösse von [x und m sich ergebenden Verschiedenheiten der Radien auf 
eine einheitliche Begrenzung zurückzuführen, gehen wir zu einer directen Untersuchung 
der Gleichung (2) über, für welche die Coefficienten der Potenzreihe 

05) ^ = Tt* + Ä*'+'" 

des für t=o verschwindenden Zweiges der algebraischen Function :^ durch die Gleichungen 

und allgemein durch 

« 
bcsrimmt sind, worin die Grössen H ganze und ganzzahlige Functionen von M und X^ 
sind. 

Da nach einer früher ^) von mir entwickelten Beziehung für die dem Wenhe 
« = o entsprechenden Werthe der Ableitungen der durch die Gleichung 

FO, = 
defininen algebraischen Function :^, für welche ^=0 kein mehrfacher Punkt sein soll, 
St Rficonionsfonnel in symbolischer Gestalt besteht 




M^ 



\ àt )o"^( ÄC )o^j ( df »--3*- ---P-' jCX'^'-'^"'*'" 



« von Functionen [Mathematische 
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welche für die Gleichung (2) in 
übergeht, so ergiebt sich zunächst 

• »(P) y'P-') ^(P-'l y(p-») 



p! -- (p _ ,)!' o(p _,)j ^ ^p _ 2),, 

und somit 

wodurch der Modul des allgemeinen Gliedes der Potenzreihe für die durch die Glfr| 
chung (2) definirte und mit t = o verschwindende Function ;j 

Ç (mod *y > ^— i^ 2'-' Af <-■ (mod /y 
wird. Setzt man nun 

so wird 

7^P^ I I 

^(mod^y>-i \j 

nicht gegen Null convergiren und die Potenzreihe für 7^ nur in einem Kreise conver- 
gent sein können, dessen Radius kleiner als — ^^ ist — wie es sich in der That in den 

drei oben behandelten speciellen Fällen, in denen — ^o = ^ gesetzt war, als richtig- 
ergab. 

Da nun das allgemeine Glied der Potenzreihe für ;(, wenn 

mod t ^= 



3M' 
ist, für unendlich wachsende p grösser oder gleich 

wird, so lässt sich hieraus für diesen Werth von mod t noch nicht auf die Divergenz der 
Reihe schliessen, und wir werden desshalb, um wenn möglich eine niedrigere Diver- 
genzgrenze zu finden, andere Überlegungen zu Hülfe nehmen müssen, die uns in der 
That zeigen werden, dass allgemein für jedes M der Radius des Convergenzkreises klei- 
ner als -TFi ist. 
4M 

Aus der oben angeführten Recursionsformel zur Berechnung der Ableitungen der 
durch die Gleichung F(jj^ = o definirten Function ;^ von Hst unmittelbar ersichdich, 
dass sich aus einer genau so gestalteten Gleichung von niedrigerem Grade in :c ^ 
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31 m"" für die Ableitungen der mit t = o verschwindenden Lösung dieser Gleichung 
inere Werthe ergeben werden als für die der oben defininen Function ;t, da nur 
uelne Posten der linken Seiten der Recursionsformeln durch Null zu ersetzen sein 
»rden, und somit die Potenzreihe für :( für kernen Werth von t convergiren kann, 
r welchen die Entwicklung der Lösung der dem Grade nach niedrigeren Gleichung 
?ergin. Da aber die in j^ quadratische Gleichung mit Coefficienten, welche in / von 

liebigem Grade waren, wie oben gezeigt worden, für / = — rp divergirt, so wird 

ich die Lösung ^ der Gleichung (2) nur innerhalb eines Kreises convergiren können, 

dcher mit einem Radius um den Nullpunkt beschrieben wird, der kleiner als — r^ 

t, wobei sich der Divergenzbereich, wie wir gesehen haben, für variirende Werthe 

OD [A und m in den mit —tti beschriebenen Kreis hinein bis zu einer variirenden 
^ 4M 

irenze erstrecken kann. 

Für die wirkliche Berechnung der Coefficienten der Potenzreihe für die durch die 
jlcichung (i) definirte Function y möge noch bemerkt werden, dass sich für die der 
)ben aufgestellten Recursionsformel (14) analoge Beziehung die Werthe der partiellen 
Ableitungen des Gleichimgspolynoms in der Form ergeben 



ffcon 



«, — V + «, + f- V' > '^ 

Bt, dass dagegen für 

«, — V + «, + ^ np_, = m — *, 

worin k die Werthe o, i, 2, . . . , w annimmt, wenn der Coefficient von y'^'^^ in der 
Gleichung (i) durch 

iirgestellt ist, sich der Werth ergiebt 

Ebenso einfach, wie sich oben aus der Recursionsformel ergab, dnss citio lîlcixhuug 
^ derselben Form wie (2), aber niedrigerem Grade als m in der abh.1n^ij:\n Wui,^ 
xln fijr diese eine Entwicklung lieferte, deren Coefficienten kleiner \v.nvt\ .»Is vlio vier 
^otcnzreihe für die Lösung :( der Gleichung (2), folgt, dass auch für kleiner wcrvlcndc 
die Coefficienten der neuen Potenzreihen immer kleiner werden, und dass soniii die 
'otenzreihe für (2) grössere Coefficienten besitzt als die der in ^ quadratischen Gleichung 
lit Coefficienten, wekhe in t linear sind. Da aber die letztere :(u convergiren aufhörte 

r ein / zwischen ^^ und -j-n für jeden Werth Af X i, so wird auch die Poten«. 
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reihe für die Auflösung der Gleichung (2), wenn nicht schon früher, so doch zwischen 
denselben Grenzen zu divergiren beginnen, die Entwicklung für :|[ somit höchstens 
in einem um den Nullpunkt mit einem Radius beschriebenen Kreise convergiren können, 

der sich bis zu diesem zwischen yttì und — v^ gelegenen Punkte erstreckt. 

Heidelberg, den 25. Januar 1908. 

L. KOENIGSBERGER. 
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RRITEILER ALGEBRAISCHER FUNKTIONEN ZWEIER UNABHÄNGIGEN 
VERÄNDERLICHEN UND IHR VERHALTEN BEI BIRATIONALEN 

TRANSFORMATIONEN. 

Von Heinrich W. E. Jung (Marburg). 



Adunanza del 5 gennajo 1908. 



Einleitung. 



Im folgenden sollen die Primfaktoren eines algebraischen Körpers K zweier un- 
bhängigen Veränderlichen genauer betrachtet werden. Man kann zwei wesentlich 
erschiedene Arten Primfaktoren unterscheiden: Primfaktoren erster Stufe und solche 
yvàter Stufe. 

Einen Primfaktor erster Stufe kann man allgemein in der Art definieren, dass man 
eder Grösse aus K eindeutig eine Funktion eines algebraischen Körpers einer Verän- 
lerlichen in der Weise zuordnet, dass die algebraischen Gleichungen, die zwischen den 
jrössen aus K bestehen, auch zwischen den ihnen zugeordneten Funktionen bestehen 
îleiben. Jedem so definierten Körper einer Veränderlichen entspricht ein Primtciler 
erster Stufe (§ i). 

Einen Primteiler xy^eiter Stufe kann man allgemein dadurch definieren, dass man 
ieder Funktion aus K eine Konstante, die. auch oo sein kann, in der Welse zuordnet, 
dass die Gleichungen, die zwischen den Funktionen aus K bestehen, auch zwischen 
Jen ihnen zugeordneten Konstanten bestehen bleiben. 

Im folgenden handelt es sich nur um die Primteiler erster Stufe, 

Definiert man die Primteiler erster Stufe in der oben angegebenen Art, so enthält 
jede Funktion aus K unendlich viele Primteiler. Legt man bei der Definition der Prim- 
teiler zwei bestimmte Variabele jc, y zu Grunde, so ergibt sich eine Einteilung der 
Primteilcr in zwei Ancn. Die erste dieser Arten zerfällt wieder in zwei Unterarten 
iS 2). Diese Einteilung ist ihrem Wesen nach nicht neu. Sie hängt eng zusammen mit 
dem Begriff der courbe exceptionnelle und dem Begriffe des Hinzufügens eines Punktes 
zu einer linearen Kurvenschar [Picard und Sim art, Theorie des fonctions algibriû* 
i^ux variables indépendantes, Bd. 11 (1906), Kap. V, Nr. 7 u. 24]. Abtr •* 
diese Einteilung, so viel ich weiss, noch nirgends eingehend analytisd 

Als Anwendung wird die Funktionaldeterminante zweier un 
des Körpers K nach zwei anderen unabhängigen Grössen berocboA 

W. Gre. Uâimm, PmUrmo, t. XXVI (a^ scoi. 1908). — Stampato il 1} mtrto 190A. 
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heraus, dass die von Herrn Landsberg in den Berliner Âkademid>erîchten (1900) hierfür 
hergeleitete Formel einer wesentlichen Ergänzung bedarf. 

S I. Definition der Primteiler erster Stufig 

Es sei ÜT ein algebraischer Körper zweier unabhängigen Veränderlichen. Es sd 
femer Ç ein algebraischer Körper einer Veränderlichen, und es entspreche jeder Grösse 
aus K eindeutig eine Grösse aus % und es mögen die algebraischen Gleichungen, die 
zwischen den Grössen aus K bestehen, auch zwischen den ihnen entsprechenden Grössen 
aus Ç bestehen. Den Uebergang \x)n K zu $ drücken wir kurz auch so aus, dass wir 
sagen, wir setzen ^ = o. Einem solchen Körper "Ç ordnen wir einen Primtciler zu, den 
wir auch mit ^ bezeichnen, indem wir die Teilbarkeit durch $ in folgender Weise 
definieren. Es seien x, y zwei unabhängige Grössen aus K, die für Ç = o nicht beide 
konstant werden. Wir können annehmen, dass x für Ç = o nicht konstant wird. Da 
X, ^ für Ç = o in Funktionen des algebraischen Körpers Ç einer Variablen übergehen, 
so besteht zwischen ihnen für ^ = o eine irreduktible Gleichung ^(x, ^) = o, in der 
y sicher vorkommt, da x für ^ = o nicht konstant werden soll Eine Wurzel dieser 
Gleichung sei ^-^ . Es sei ferner :^ eine in bezug auf x, y primitive Grösse aus /i, sodass 
sich alle Grössen aus K als rationale Funktionen von x, j, ;^ darstellen lassen. Es gelten 
für 7i eine endliche Anzahl von Entwicklungen der Form ') 

(0 ^ = ^o + «,0— J'o)* H y 

wo die KoeflBzienten a algebraische Funktionen von x sind. Setzen wir eine dieser 
Entwicklungen z.B. die Entwicklung (i) in die rationalen Funktionen von x, )f,^ein, 
so bekommen wir für jede Funktion R aus K eine eindeutig bestimmte Enrwicklui^ 

R = r. + r,(y-yy+---, 

in der die KoeflBzienten r eindeutig bestimmte algebraische Funktionen von x soi 
Setzen wir nun y=.y^^ so geht also jede Funktion aus K in eine eindeutig bcsrinunie 
Funktion eines algebraischen Körpers C der einen Veränderlichen x über. Auf diese 
Weise entspricht jeder der Entwicklungen (i) ein ganz bestimmter Körper einer Vcrifr 
derlichen. Da aber für $ = o die Grösse y in Vo übergeht, so muss einer dieser 
Körper mit $ identisch sein. Es sei das z. B. der der Entwicklung (i) entsprcdhewk 
Körper. Ist nun H irgend eine Funktion aus A' und nimmt sie, mit Hülfe vcm (i) 
nach Potenzen von (v — y^ entwickelt, die Form an 



b-yoTE, 

WO E für y =^ y^ weder identisch Null noch unendlich wird, so sagen wir, ff fa j 
durch ^ teilbar. 



') Siehe Hensel, Ober eine neue Theorie der algebraischen Functionen xwêUr Variaklm [Acta M 
thematica, Bd. XXIII (1900), S. 339-416]. 
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Diese Definition ist unabhängig von der Wahl der benutzten Grössen x, y. Es seien 
dämlich x\ y* irgend zwei andere von einander unabhängige Grössen aus ÜT, die für 
ip=o nicht beide konstant werden. Es werde etwa x' nicht konstant. Es sei B{x\ y')=o 
die irreduktible Gleichung, die für ^ = o zwischen x', y' besteht und es sei y'^ eine 
Wurzel dieser Gleichung. Ferner sei ;^' eine in bezug auf x', y' primitive Grösse des 
Körpers K und es sei 

C2) ^' = K + K(iy'-y'oy-{-"- 

diejenige Entwicklung von :^', der der Körper ^ entspricht. Es sei nun G eine Funktion 
aus Kj die bei der Entwicklung mit Hülfe von (i) die Form annimmt 

G = {y-yyE, 

WO E (ur y := y^ nicht identisch verschwindet oder unendlich wird. Ferner sei G' eine 
Funktion aus ÜT, die bei der Entwicklung mi Hülfe von (2) die Form annimmt 

G' = (y'-y'yE', 

WO E' für y' =• y'^ weder identisch Null noch unendlich wird. Die Entwicklung von 
G nach Potenzen von y' — y'^ kann nun nur ergeben 

WO £, für )f' = y'^ weder identisch Null noch unendlich wird, und wo (/. eine ganze 
positive Zahl ist. Ebenso hat man 

wo £"j für y =1 y^ weder identisch Null noch unendlich wird, und wo \ eine ganze 
positive Zahl ist. Man hat weiter 

^=(y->;)^i-=0'->o)'|- 

Da sich nun für y' = y^ und für y=yo hieraus derselbe Wert für --^ ergeben muss, 

/^ 
nämUch der Wert, in den -^ für ^ = o übergeht, so folgt, dass (a = >. = i sein 

muss. Es muss daher sowohl G bei der Entwicklung mit Hülfe von (2) genau durch 

(^' — y'^^ als auch G' bei der Entwicklung mit Hülfe von (i) genau durch (^y — y^Y 
teilbar sein. Es sind daher G und G' durch die erste Potenz von ^ teilbar, ob wir 
nun die Grössen x, y oder x\ y* bei der Bestimmung der in G und G' enthaltenen 
Potenz von 5ß zu Grunde legen. Damit ist aber gezeigt, dass die Definition der Teil- 
barkeit unabhängig von der Wahl der Grössen x, y ist. 

§ 2. Einteilung der Primteiler erster Stufe in zwei Arten. 

Es ist leicht zu sehen, dass jede Funktion aus K unendlich viele Primfaktoren 
enthält. Es sei z. B. if der Körper der rationalen Funktionen von x, y. Setzen wir 
jc = Ç • »*, ^ = »j und setzen wir dann n = o, während wir Ç beliebig lassen, so 
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wird jede Funktion aus K eine rationale Funktion von $. Diese Funktionen bilden einen 
rationalen Körper $ einer Variablen und bilden einen Primteiler in dem in 5 i defi- 
nierten Sinne. Es ist aber y durch $ teilbar und da dies gilt für jedes ganzzablige a, 
so enthält y sicher unendlich viele Primteiler. 

Man kann einen Primfaktor auf verschiedene Anen definieren, wenn man zwo 
bestimmte Grössen x, y aus K als unabhängige Grössen wählt. 

I. Der %u definierende PrimteiUr ^ sei derart, dass für ^ =^ o die Grössen x, j 
nicht beide konstant werden; es werde etwa x nicht konstant, so dass die zwischen 
Xj y für ^ = o bestehende irreduktible Gleichung ^(x, y) =^ o sicher y enthik. E$ 
sei ferner y^ eine Wurzel von ^(x, )') = o. Es sei :^ eine in bezug auf x, y primi- 
tive Grösse aus K und wieder 

I 

(3) l=^o + ^^(J—yoy -i 

eine der Entwicklungen von :^ nach Potenzen von (j — y^y Unter Benutzung dieser 
Entwicklung gehen alle Grössen aus K in eindeutig bestimmte Potenzreihen von (y—j^ 
über. Setzt man in diesen Entwicklungen y = y^ , so geht jede Funktion aus Ä' in 
eine ganz bestimmte Funktion eines algebraischen Körpers einer Veränderlichen über. 
Durch diesen ist nach § i ein Primfaktor ^ bestimmt. Ist die in (3) im Exponenten 
von (jf — y^ vorkommende Zahl a von i verschieden, so nennen wir 5ß einen Ver- 
zweigungsprimteiler der Ordnung a — i. Es gibt nur eine endliche Anzahl Verzwd- 
gungsprimteiler. 

Zwischen den Grössen x, y^ x. besteht eine irreduktible algebraische Gleichung, die 
wir als Gleichung einer Fläche in kartesischen Koordinaten deuten können. Dem Prim- 
teiler ^ entspricht auf dieser Fläche geometrisch eine Kurve. Wir nennen ihn daher 
auch Kurvenprimteiler. 

n. Der 7iu definierende Primteiler ^ sä derart, dass für "^ =z o die Grössen x, j 
beide konstant^ etwa gleich a^ b werden. In der Umgebung von x = a, y =^b kann 
man die Funktionen aus K in folgender Weise darstellen '). Sind a, v zwei passend 
gewählte Grössen aus ÜT, so kann man setzen 

(4) x — a = g(u, v), y — b = h{u, v), 

wo g und b gewöhnliche Potenzreihen von Uy v sind, die mit ihren Argumeniai 
zugleich verschwinden, während dabei alle anderen Funktionen aus K entweder gewöho- 
liehe Potenzreihen von u^ v oder Quotienten solcher werden. Eine solche Darstellung 
braucht noch nicht die ganze Umgebung der Stelle x = o, y = b zu Hefem, aber 



^) Black, The parametric representation of the neighborhood of a singular point of an mudytìe sir- 
face [Proceedings of the American Academy of Arts and Sciences, Bd. XXXVII, Nr. 11]; )un6,D0^ 
Stellung der Funktionen eines algebraischen Körpers :^weier unabhängigen Veränäerlicben x, y im itt Vl^ 
gebung einer Stelle x = a^y^b [Jdunal für die reine und angewandte Mâthetnitiki B4.CXXXI0<ifäS]| 
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edenfalls genügt dazu eine endliche Anzahl solcher Entwicklungen. Wir betrachten 
îine von diesen, etwa die durch (4) gegebene. 

i) Es mögen g und h einen gemeinsamen Faktor haben j der für a = o, v = o 
vtrscbwindet. Dieser Faktor lässt sich, eventuell nach einer linearen homogenen Trans- 
formation der Grössen u, t;, nach einem WEiERSTRASs'schen Satze bis auf einen hier 
unwesentlichen Faktor, der eine Einheit für die Stelle w = o, t; = o ist, in der Form 

schreiben 

/(«, t;) = «* + a.«*-+.-.+a„ 

WO die a gewöhnliche Potenzreihen von v sind. Eine Wurzel der Gleichung /(«, t;)=:o 
sei tt^. Diese Wurzel u^ lässt sich darstellen als eine nach ganzen oder gebrochenen 
Potenzen von v fortschrdtende Reihe, die für t; = o verschwindet. Setzen wir in die 
Darstellungen der Funktionen aus K durch u, v für u die Reihe u^ ein, so geht jede 
Funktion aus K in eine eindeutig bestimmte algebraische Funktion der einen Veränder- 
lichen V über. Wir bekommen so nach der Definition in § i einen Primteiler Ç und 
es wird sicher x = a, )f = J für ^ = o. 

Deuten wir wieder die zwischen x, y^ ^ bestehende Gleichung als Fläche, so 
entspricht einem auf diese Art definierten Primteiler ein Punkt oder eine zu :^-Achse 
parallele Gerade. Wir nennen daher diese Primteiler Punktprimtciler. Solcher Primteiler 
gibt es nur eine endliche Anzahl, da es nur eine endliche Anzahl von Stellen a, b gibt, 
für die die zugehörigen Funktionen gy h einen gemeinsamen Teiler haben. Es sind das 
nämlich die Stellen, wo sich die Projektion einer oder mehrerer Verzweigungskurven 
auf die x, jf-Ebene schneidet ^ 

2) Es mögen nun g, h einen gemeinsamen Teiler haben oder nicht, so können wir 
auch dadurch erreichen, dass x = a, y:=b wird, dass wir u und v beide Null werden 
lassen. Es sei Ç eine Funktion, die nicht konstant wird, wenn wir den zu definierenden 
Primteiler gleich Null setzen. Es sei, durch u^ v ausgedrückt, 

c _ L{u,v) 
^ ~ M(u, V) ' 

wo L und Af gewöhnliche Potenzreihen von «, v sind, von denen wir annehmen kön- 
nen, dass sie für die Umgebung u = o, t; = o teilerfremd sind. Für u = o, t; = o 
müssen L und M beide verschwinden, da sonst für a = o, v = o sicher $ konstant 

würde. Wir setzen 

(5) u = ey^ + ey--^ , 

wo < a^ < a^ <[ • • • . Dadurch werde, nach steigenden Potenzen von v geordnet, 

L = l{e^v^ + • • • , M= m(é;Jt;' H . 

Die AnfangskoeflSzienten sind ganze rationale Funktionen von e^ und hängen nicht von 

den anderen Koe£Bzienten e ab. Soll für v = o der Quotient -77 nicht konstant werden, 

% kann man das dadurch zu erreichen sucbeBr K <lass p =1 c 



«) JüKG, a.a.O. »). 
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wird. Dann wird für t; = o die Grösse ; zu /(e,): w(^J, und man hat daher weiter a^so 
zu wählen, dass /(ej und m{e^) sich nicht nur um einen von e^ unabhängigen Faktor 
unterscheiden. Wie eine genauere Betrachtung *) zeigt, gibt es entweder keinen oder 
eine endliche Anzahl von immer rationalen Exponenten x^, die den gewünschten fo 
dingungen genügen. Setzen wir dann, wenn a^ diesen Bedingungen genügt, 

in allen durch a, v dargestellten Funktionen aus K und dann t; = o, so wird jeder 
Funktion aus K eine eindeutig bestimmte rationale Funktion von t oder eine Konstante 
zugeordnet, z.B. der Funktion $ die Funktion l(ty,m(f). Alle diese Funktionen bilden 
einen algebraischen Körper der einen Veränderlichen t und einen Primteilcr in dem 
in § I definierten Sinne. 

Man kann weiter auch so verfahren, dass man zunächst den AnfangskoeflSzientcn 
e^ in (5) so bestimmt, dass das Anfangsglied in L oder M verschwindet. Dann muss 
e^ eine Wurzel der Gleichung /(ej = o oder m(e^)=^o also eine Konstante sein. 
Soll eine dieser Gleichungen eine von Null verschiedene Lösung für e, ergeben, so muss 
sie mindestens zwei Summanden enthalten, wodurch der erste Exponent a, in (j) 
endlich vieldeutig (immer als rationale Zahl) bestimmt ist Es seien e^ und «^ diesen 
Bedingungen gemäss gewählt; dann ist nach steigenden Potenzen von v geordnet, 

L = T(e^)v'^+ . . . , M = mÇeJv^ H , 

wo die AnfangskoeflSzientcn /(ej und w(e^) ganze rationale Funktionen von f, sind 
und nicht von den weiteren KoeflSzienten e abhängen. Jetzt kann man versuchen «, 
so zu bestinunen, dass für t; = o der Quotient L : M eine rationale Funktion von e^ 
wird. Gelingt dies, so setzen wir 

Diesen Wert von u führen wir in alle Funktionen von K ein und setzen dann v = 0. 

So geht jede Funktion aus K eindeutig in eine rationale Funktion von t (oder eine 

Konstante) über. Und der so erhaltene Körper der Variablen t bildet wieder einen 

Primteiler im Sinne von § i. 

Die allgemeinste Annhme über das Nullwerden von u und v wird also sdn, dass 

man setzt 

(6) u =r^y' + ey- + f- e,t;*v -f. ^i/»»*«, 

wo die Exponenten a^ , a^ , . . . , o^^^ passende rationale Zahlen und die KoeflSzienten 



*) Eine eingehendere Untersuchung kann sehr übersichtlich gefuhrt werden mit Hilfe des Pw- 
SEUx'schen Diagramms in fast derselben Art wie es Herr Hensel benutzt bei der Besrimmnng der 
Reihenentwicklung einer algebraischen Funktion [Hensel-Landsberg, Theorie der aìgébraischm BaàS^ 
nen einer Variahein und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abel* sehe Unikale (Làfàg, Teo^ 
ner, 1902), Vierte Vorlesung]. 
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, > ^, , . . . , «V passend bestimmte Konstanten sind. Dieser Wert von u ist in alle durch 
, V dargestellten Funktionen von K einzuführen und dann t; == o zu setzen. Dadurch 
rird jede Funktion von K in eine eindeutig bestimmte rationale Funktion von t (oder 
ine Konstante) übergehen. Der so definierte Körper der Variablen t definiert dann 
inen Primteiler im Sinne von § i. 

Es lässt sich zeigen, dass man immer nur eine endliche Anzahl von Gleichungen 
er Form (6) so bestimmen kann, dass bei dem angegebenen Grenzübergange eine 
estimmt gegebene Funktion aus ÜT, z. B. ; nicht konstant wird, sondern wirklich 
on t abhängt, und es gibt mindestens eine solche Gleichung der Form (6), wenn 
/eder die betrefFende Funktion noch ihr reziproker Wert sich als gewöhnliche Po- 
cnzreihe von w, v darstellen lässt. 

Die auf diese Art definierten Primteiler nennen wir Pritnteiler zweiter Art, während 
vir die früher definierten Kurven und Punktprimteiler Primteiler erster Art nennen. 
Nix bezeichnen sie mit kleinen deutschen Buchstaben, während wir die erster Art mit 
px>ssen deutschen Buchstaben bezeichnen. 

Es sei p ein Primteiler zweiter Art ; er sei etwa definiert mit Hülfe der Beziehung 
[6). Es sei ferner R eine Funktion aus ÜT, die genau durch die erste Potenz von p 
trilbar ist. Drücken wir i? zunächst durch «, v aus und führen dann statt u mit Hülfe 
von (6) / ein, so möge sich ergeben 

R = v''e{y, t\ 

wo t{y^ t) für V = o weder identisch Null noch unendlich werden soll. Der Exponent 
5, der eine rationale Zahl ist, soll der Exponent des Primteilers p heissen. Ist dann 
S eine Funktion aus ÜT, die genau durch p^ teilbar ist, so ergibt sich mit Hülfe von (6) 

(7) S = v'-e(v,t), 

WO wieder ^ für t; = o weder identisch Null noch unendlich wird. Das folgt einfach 
daraus, dass S:R^ für p = o und also auch für i; = o weder Null noch unendlich 
werden darf. Ebenso folgt, dass, wenn eine Funktion 5 mit Hülfe von (6) die Dar- 
stellung (7) zulässt, dass sie dann genau durch p^ teilbar ist. 

Der einem Primteiler zweiter Art entsprechende Körper ist immer vom Geschlechte 
Null, da er ja aus rationalen Funktionen einer Variabein t besteht. 

Geometrisch entspricht den Primteilern zweiter Art ein Punkt oder eine zur :^-Axe 
parallele Gerade auf der Fläche, die durch die zwischen x, y^ z. bestehenden Gleichung 
definiert ist. Im Unterschiede von den Punktprimteilern kann dieser Punkt auch ein 
regulärer Punkt der Fläche sein. 

Die in diesem Paragrafen gegebene Einteilung aller Primteiler hängt natürlich von 
der Wahl der unabhängigen Veränderlichen ah "^ *" die ich hier unbeantwortet 
lassen muss, ist, ob jeder Primteiler^ de Gcschlechte Null 

ist, bei geeigneter Wahl der unabbäiv An 

werden kann. 
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S 3. IHe Zerlegung der Funkttonea aus K in Primtefler erster Art 

Bs sei R irgend eine Funktion aus K und es seien zwei Grossen Xj y 2m K m 
unabhängigen Veränderlichen gewählt. Man kann dann zunächst für jeden der nur in 
endlicher Anzahl vorhandenen Punktprimteihr bestimmen, in welcher Potenz er in S 
aufgeht. Es bedeute ferner N(R) die Norm von R inbezug auf jc, jr als unabhängige 
Veränderliche, die eine rationale Funktion von x, ^ ist. Ist nun $ ein in jR enthaltener 
KurvenprimUiler und A{xj >) = o die irreduktible Gleichung die fEir $=0 zwiscba 
Xj y besteht, so muss A(x, y) in N{R) als Faktor enthalten sein. Zu jedem ìrredukdUea 
Faktor von N(J{) gehört aber nur eine endliche Anzahl von Kurvenprimteilem. Dl 
aber N{R) nur eine endliche Anzahl irredukdbler Faktoren enthält, so gibt es also nur 
eine endliche Anzahl von Kurvenprimteilem die in R enthalten sein können. Für jeden 
von diesen lässt sich feststellen, ob und in welcher Potenz er in R aufgeht. Auf die« 
Weise bekommen wir eine Zerl^;ung von R in eine endliche Anzahl von PrimteilerD 
erster Art (Punkt- und Kurvenprimteilem). Diese Zerl^ung ist emdeutig und zwd 
Funktionen, denen dieselbe' Zerlegung entspricht, unterscheiden sich nur um eioen 
konstanten Faktor. 

§ 4. Die zugeordneten Funktionen« 

Es seien u, v zwei solche Funktionen aus ÜT, dass alle Funktionen aus K sich ak 
Quotienten gewöhnlicher Potenzreihen von w, v darstellen lassen, und dass im beson- 
deren X, y gewöhnliche Potenzreihen von w, v werden, die für u = v = o gleich a^ h 
werden. Für kleine Werte von 11, v wird dann ein gewisser Bereich von K dargestdh, 
den wir kurz mit B bezeichnen wollen. 

Es sei ^ irgend eine Funktion aus K. Für den Bereich B können wir sie als 
Quotient zweier Potenzreihen von «, v darstellen. Jede dieser Potenzreihen können wk 
in irreduktible Faktoren zerlegen, wo jeder Faktor eine gewöhnliche Potenzreihe v(M 
u, V ist, die sich nicht mehr in zwei gewöhnliche Potenzreihen zerlegen lässt, (tìe beide 
für u = o, x; = o verschwinden. Auf diese Weise bekommen wir 

WO die Exponenten a, , a^ , ... ganze positive oder negative Zahlen sind. Diese Zerfc- 

gung ist eindeutig bis auf Faktoren, die Einheiten für die Stelle a = o, v = and. 

Der Faktor h^ beginne etwa mit Gliedern der Dimension X in u, v. Dann koona 

wir (wenn nötig, nach einer linearen homogenen Transformation der t«, v) Ä, indff 

Form annehmen 

Ä, = «^ + a.«^-+...+a„ 

WO die a gewöhnliche Potenzreihen von v sind. Eine Wurzel von i^ = o sei »,. B 

ist u^ eine gewöhnliche Potenzreihe von t;^ (wenn h^ wirklich irredukdbei in (fa 
oben angegebenen Sinne ist), die für x; = o verschwindet und alle anderen Wund 
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ij, ... , b^ zusammenschrumpft, mit Ausnahme eben der in ihnen enthaltenen Prim- 
teiler a[j a'^j . . . , al. Das Analoge gilt für den Uebergang von Xy y zu ^y in. 
Ebenso ergibt sich 

und ferner, wenn ?ß ein nicht singulärer Divisor erster Art ist, 

IV. JL = JL 

Die Formeln I bis IV genügen, um anzugeben, was für irgend einen Primfaktor zu 
setzen ist. Ist z. B. 

sc^) = h]^h:^ ... bv, 

so folgt aus II und IV 

D(x y) 
S 7. Die Funktionaldeterminante \^ ^^ . 

Es sei wieder wie schon früher ein Bereich B definiert. Dabei seien die Hilfsgrössen 
», V wieder so gewählt, dass x-=a^y =.b wird für m = o, v = o, sodass also x — a, 
j — h sich als gewöhnliche Potenzreihen von w, x; darstellen lassen. Wir wollen nicht 
ansschliessen, dass a oder b unendlich sind. Unter x — a, y — i^ ist dann, wie üblich, 

—, — zu verstehen. Wir bestimmen zunächst 

' y 

D(x-ayy-b) _ 
D(uyv) -"^ 

fir den Bereich B. Es wird jedenfalls D eine gewöhnliche Potenzreihe von », v. 

Wir beweisen zunächst folgenden Satz: Ist ^ ein Kurvenprimteiler und ist seine 
zugeordnete Funktion P von i verschieden, so ist D genau durch P*"' teilbar, wenn 
¥ ein Verzweigungsprimteiler der Ordnung a — i ist. 

Es sei Ä(u, v) einer der irreduktiblen Teiler von P für die Stelle u = o, x; = o. 
Wir können (wenn nötig, nach einer linearen homogenen Transformation der u, v) 
i in der Form annehmen 

Ä = a^ + a, u^' -j" • • • 4" ^> 

wo die a gewöhnliche Poteozrdhen ^f^^^^mà* Eme Wurzel von A ^ o sei î*^. Sie 

fe eine gewöhnliche Potenzreibe vonf^^HiFfüT y = o verschwindet. Für u =^ % 
leben alle Funktiooen aus Jv in Ffd^^^H^Hftp Pfimteüer % entsprechenden 
Körpers Iß über, d. h* für n = u 
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und ist 9, durch p^ teObar, so ist R genau durch dk 

Pocenz von p tdibar, wie man so£on sAt, wenn man R dorcfa die zugeordneten 
Funktionen darstellt. 

5 6- Bfratioiiale Transfof iivttioDCp. 

Den Ud)crgaDg von zwei unabhängigen Veränderlichen x, jr zu zwei anderen $, 
r nennt man biradonale Transformation. Wir bezeichnen den Körper, der zu einem 
Primteiler (erster oder zweiter An) gebort mit einem deutschen grossen Buchsuben und 
einem Striche darüber, den Primtdler selbst mit demselben deutschen Buchstaben and 
zwar mit einem grossen, wenn er erster Art, mit einem kleinen, w^enn er zweiter Art 
ist. Femer bezeichnen wir die Primfaktoreiu die sich auf ^, i: als unabhingige Variabk 
beziehen, mit einem Akzent. 

Der zu einem Primteiler gehörende Körper ist unabhängig von den unabhängigen 
Veränderlichen, also bei birationalen Transformationen invariant. 

Einem sdchen Körper kann für x, r als unabhängige Variable ein Primtdler ersta 
An entsjA'cchen, wahrend ihm für :, t. ein solcher zweiter An entspricht oder umgt 
kehrt. Solche Primtefler nennen wir singular für den Ud>ergang von j:, ^ zu $, d oder 
kurz singular. Eine genauere Betrachtung zeigt, dass es für jede Transformation nor 
eine endliche Anzahl singullrer Primteiler gibt. Für unsere Transformation seien es & 
Primteiler *,, Ä,, ..., Ä^, denen die Primteiler o|, o^, ..., o!^ entsprechen, und& 
Primtefler b,, b,,...,b,^, den^ die Primteiler ©j, 8^, ..., 9^ entsprechen mögen. Es gehört 
also zu %• und o[ derselbe Körper Ä, und zu b . und ©|- derselbe Körper fß. . Wir fc 
zeichnen das Produkt der in einem Primteilcr $ enthaltenen Primteiler b,, b,, ...ji^ 
mit 5(¥) und ebenso das Produkt der in einem Primteikr $' enthaltenen a|, a^, ...,(( 
mit 5(r> 

Ist nun p ein nicht singullrer Primteiler zweiter Art, so ist einfach zu setzen 

L P = p'. 

Für einen der singuliren Divisoren b. ergibt sich 

Denn eine Funktion, die durch b,. teilbar ist» ist nach dem Ud>ergange zu ^, d dorchl 
teilbar; aber eine Funktion, die für ;, r, als unabhängige Veränderliche durch 9Ji 
ist, ist nach dem Uebergange zu x, v ausser durch b. z. B. auch durch ÄJ teilbar, weoj 
©j durch 0^ teilbar ist. Es muss daher in H. *| durch o;' dividien werden. Bei ( 
Ud^ergange von ;, r, zu x, v werden ge^^-issemiassen die Primteiler zweiter Art ûj, -,' 
die vorher in dem Primteilcrn erster An enthalten sind, selbständig, wahrend ( 
Primtefler 9\. ®^ , . . . , S^ ihre Selbständigkeit verlieren und damit auch die Gcsamdi 
der in ihnen als Faktoren enthaltenen Primtefler zweiter An in die Primfaktoren I 
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\i ' " j ^y. zusammenschrumpft, mit Ausnahme eben der in ihnen enthaltenen Prim- 
tdler a[j a^', . . . , al. Das Analoge gilt für den Uebergang von x, j' zu Ç, yi. 
Ebenso ergibt sich 

und ferner, wenn ?ß ein nicht singulärer Divisor erster Art ist, 

Die Formeln I bis IV genügen, um anzugeben, was für irgend emen Primfaktor zu 
setzen ist. Ist z.B. 

80 folgt aus II und IV 

D(x y) 
S 7. Die Funktionaldeterminante \* , . 

Es sei wieder wie schon früher ein Bereich B definiert. Dabei seien die Hilfsgrössen 
«, V wieder so gewählt, dass x-=a^y =.b wird für m = o, t; = o, sodass also x — fl, 
jf — i sich als gewöhnliche Potenzreihen von w, v darstellen lassen. Wir wollen nicht 
ausschÜessen, dass a oder b unendlich sind. Unter x — a^ y — b ist dann, wie üblich, 

—, — zu verstehen. Wir bestimmen zunächst 

' y 

D(x-a,y-b) _ 
D(u,v) 

fcr den Bereich B. Es wird jedenfalls D eine gewöhnliche Potenzreihe von », v. 

Wir beweisen zunächst folgenden Satz: Ist ^ ein Kurvenprimteiler und ist seine 
zugeordnete Funktion P von i verschieden, so ist D genau durch P*"' teilbar, wenn 
¥ ein Verzweigungsprimteiler der Ordnung x — i ist. 

Es sei Ä (u, v) einer der irreduktiblen Teiler von P für die Stelle » = o, v = o. 
Wir können (wenn nötig, nach einer linearen homogenen Transformation der u, v) 
i in der Form annehmen 

* = «' + «.»'-"+ •••+«x, 
wo die a gewöhnliche Potenzreihen von v sind. Eine Wurzel von h =• o sei u^ . Sie 

ist eme gewöhnliche Potenzreihe von v , die für x; = o verschwindet. Für u =i u^ 
gehen alle Funktionen aus K in Funktionen des dem Primteiler ?ß entsprechenden 
Körpers $ über, d. h. für u = tt^ ist ?ß = o. Wir setzen 
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und führen anstelle von « in x und y, w ein. Es werde 



j_ 
wo die Koeffizienten a- , b. Potenzreihen von v ^ and. Da nun $ ein Kurvenprimtdkr, 
so werden für $=u), d. b. für w=o x und v nicht beide konstant. Es werde etwt x 
nicht konstant. Dann ist a^ von v abhängig. Wählen wir v^ konstant und hinlänglicli 
klein, so lassen sich alle Koeffizienten ir., ^. als gewöhnliche Potenzreihen von v—v, 
darstellen und es lässt sich femer v^ so wählen, dass in a^ die erste Potenz von v— v^ 
vorkoromL Dann aber folgt aus der Reihe für x — a 

V — v^ = x^ + x,u'H , 

wo die Koeffizienten x. gewöhnliche Potenzreihen von x — a änd. Diesen Wert fißr 
V — v^ führen wir in die Reihe für y — b ein. Es werde 

(9) y = Jo'{^y\'^ + J^'^^ — » 

wo die y^ gewöhnliche Potenzreihen von x — a sind. Da für tif == o auch $ = ist, 
so ist )f^ eine Wurzel der Gldchui^ A{x^ ^•) = o, die für ^ s= o zwischen x und; 
besteht. Ist nun ^ ein Verz^eigungsprimteiler der Ordnung a — i, so müssen sich 

alle Funktionen aus ÜT, also auch u — ^0 = *^' nach Potenzen von(^ — ^^)* cntwickeh 
lassen; daraus folgt, dass die Entwicklung (9) die Form haben muss 

y=Jo'^Ja^^ » 

wo y^^o. Da eine Funktion durch die erste Potenz von $ teilbar ist, wenn ae 

durch (jr — jj* teilbar ist, also nach (10) wenn sie durch w teilbar ist, so folgt 
hier, dass die % für den Bereich B zugeordnete Funktion P den Faktor «; = « — «, 
nur in der ersten Potenz enthält, und ebenso den Faktor Ä(tt, v), von dem u^ dnc 
Wurzel ist. (Vgl. § 4). 
Nun ist 

D{x~a, y — b) ^ D{x-- a , y -b) ^ D{ x — a, y -b)D{x^a, u) 
D(u, v) D^w, v) D{x — a, ui) D(v, w) 

Da aber y^ und a'^ beide nicht null sind, so ist, wie behauptet D durch u^', il».i 
durch h^~' , und da für die anderen irreduktiblen Faktoren von P dasselbe gilt, dunfe 
F^' teilbar. , 

Es sei nun ^ ein Punktprimteiler (erster Art). Wir benutzen diesdbea Duu*" 
nungen. Es wird jetzt P ein gemeinsamer Faktor von x — a und y — ^. Es dnd i 
in (8) a^ und b^ sicher beide null, %nelleicht auch noch andere der Anfa0gdElM 
Daher wird jetzt sicher D durch u', und also durch P teilbar. Ist D 
(a — i)-te Potenz von P teilbar, so nennen wir nach Analogie f 



pruìteiler algebraischer Funktionen zweier un abhängigen veränderlichen, etc. 12$ 

primtdler der Ordnung a — i. Danach sind alle Punktprimteiler Verzweigungsteiler. 
Die Anzahl der Verzweigungsprimteiler bleibt aber endlich, da es nur eine endliche 
Anzahl Punktprimteiler gibt. 

Das Produkt aus allen Verzwdgungsprhnteilern jeden in der Potenz aufgenommenen,. 
lÜe seine Orcbung angibt, nennen wir den Verzwe^ngsdivisor und bezeichnen ihn 
mit Sxy • Ferner mögen 81, und 9ty die Nenner von x und y bedeuten, wenn sie in 
Primfaktoren zerlegt sind. Nun ist, wenn a und b endlich sind, 

Dix-a,y-b) _ D(,x,y) 

während, wenn z. B. a unendlich, also x — a durch — zu ersetzen ist, 
DQc-a, y-b) _ I D(x, y) 

Beachtet man diesen Umstand, so ergibt sich: 

Ist für einen Bereich B durch zugeordnete Funktionen dargestellt 

wo U im allgemeinen Falle der Quotient zweier gewöhnlichen Potenzreihen von u, v 
ist, so ist für den Bereich B 

wo E eine Emheit für den Bereich B ist. 

Wir betrachten jetzt A = ^y^ ^l für den Bereich B. Die Grössen L n sind für 
' £)(tt, V) 

den Bereich B im allgemeinen nicht gewöhnliche Potenzreihen von », v, sondern Quo- 
tienten solcher. Es bedeute nun 3^,» ^^^ Verzweigungsdivisor in bezug auf S, yi als 
unabhängige Veränderliche, ferner 31^ den Nenner von $ und 31^ den von tq, wenn Ç 
^d 7) in Primfaktoren in bezug auf $, yi zerlegt sind. Es enthalten also 3^^» 9^> ^-n 
Primfaktoren, die sich auf $, yi als unabhängige Variable beziehen. 

Es sei wieder ?ß ein Primteiler erster An in bezug auf x, y^ P seine zugeordnete 
Fimkrion, h(uj v) ein irreduktibler Faktor von P und u — u^ ein Faktor von h. 

Ist ^ nicht singular für den Uebergang von x, y zu Ç, yi, so entspricht ihm für 
5) lì ein Primteiler ?ß' erster Art. Es ist nun ganz ähnlich wie oben zu beweisen : Ist 
t in 3£,j •• 3l| ^ in der Potenz y enthalten, so ist 1 genau durch P^ teilbar. 

Ist ^ singular, entspricht ihm also ein Divisor p' zweiter Art, so kann à duidi 
eine Potenz von P teilbar sein, aber diese Potenz lässt sich nicht mehr so einfach 
finieren. 

Endlich kann in S^-n ' ^ ^ ^^^ singulärer Primteiler ?ß' erster Art enthalte 
in also für X, ^ ein Primteiler p zweiter Art entspricht, und für der 
geordnete Funktion für den Bereich B gibt. 
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Fassen wir alles zusammen, so können wir hiernach nur sagen: 
Es ist 

WO àr ein Divisor ist, der nur Primteiler enthält, die für den Uebergang von x, j zo 
^, Y) singular sind. Dass dieser Faktor 's hinzugefügt werden muss, davon überzeugt 
man. sich leicht durch ganz einfache Beispiele ®). 

§ 8. Der Faktor ^. 

Mit Hilfe der Transformationsformeln des § 6 lässt sich der Faktor 2f immer so 
darstellen, dass er nur Primfaktoren zweiter Art enthält, die sich natürlich zum Tea 
auf X, y zum Teil auf Ç, vi als unabhängige Variable beziehen. 

Es sei p irgend ein Divisor zweiter An für x, y^ es seien x'j y' so gewählt, dass 
p für den Uebergang von Xy y zu x'y y' singular ist. Ist dann 

genau durch p^ teilbar, so nennen wir X die Verzweigungsordnung von p. Diese dt- 
finition ist unabhängig von der Wahl von x, y und x', y\ Es seien nämlich zunächst 
x", y" zwei unabhängige Grössen aus üT, sodass p für den Uebergang von x, ^ zd 
x", y" singular ist, also für den Uebergang von x', )•', zu x", y" nicht singular. Dann 
darf p in 5(x', y'\x"y y") nicht vorkommen. Aber es ist, wie aus der Gldchimg 

D(x-,/) _ D(xS/) Djxyy) 
Z)(x", /')- Z)(x, y) '/^Cx", /') 
folgt, 

^^xjy\x yy )- sj(x, ;y|x', y) 

Es ist daher p in ä(x, y\x'\ }'") in derselben Potenz enthalten, wie in ^(x, j'lx',/), 
also die Verzweigungsordnung 1 unabhängig von x', y\ 

Es seien nun x", y" zwei Grössen aus üT, sodass p für den Uebergang vonx,) 
zu x", y" nicht singular, also für den Uebergang von x', y' zu x", y" singular ist. 
Dann darf p in 

^(x vix" x"^— ^^^' y^^'^ y'^ 

^i.^»:yi^ ^ y J — ^^(x", /'|x', /) 

nicht vorkommen; also kommt p in i5(x", y''\x\ y'^ in derselben Potenz vor, wie in 
15 (x, jIx', _y'), sodass die Verzweigungsordnung auch unabhängig von x, y ist. 

Danach gehört zu jedem Primteiler zweiter Art eine ganz bestimmte Verzwei- 
gungsordnung. Wir bilden nun das Produkt aller (unendlich vielen) Primteiler zweiter 



®) Diesen Faktor :i hat Herr Landsberg in der von ihm in den Berliner Akademieberichten 190^ 
angestellten Formel nicht 
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An für X, y, jeden in der Potenz genommen, die seine Verzweigungsordnung angibt 
und bezeichnen es mit sr,^. Entsprechend sei ^r^^ definiert. Dann ist 

Denn ist p nicht singular für den Uebergang x, y zu ^j -n so ist p = p' (§ 6) und 
femer p in derselben Potenz in ^r,^ enthalten wie p' in Sr^^, sodass dieser Primteiler 
sich aus 2r(x, y\^^ n) forthebt. Ist dagegen b ein singulärer Primteiler für den Ueber- 
gang von X, y zu ^, fi so ist nach Definition b in s^y genau in der Potenz enthalten, 
wie in ^{xy y\^j tq), während der b entsprechende Divisor 93' als Divisor erster Art 
in 3£^ nicht enthalten ist. Ist ferner a' ein Divisor zweiter Art für Ç, r,, der für den 
Uebergang von ^ n zu Xj y singular ist, so ist nach Definition a' in ä ($, t) | r, y) in 
derselben Potenz enthalten wie in ^^^ , während der a' entsprechende Divisor 81 in Sxy 
nicht vorkommt. Da aber ^(x, y\l^ n) der reziproke Wert von :ï($, yi |x, y) ist, so ist 

û' in ä(x, y\^j 7i) genau in derselben Potenz enthalten wie in -^ . 

Danach haben wir folgende Formel 

oder, wenn man neue Verzweigungsdivisoren durch die Gleichungen 

^xy 8xy = 3xy j ^^^ âg-rj = Ssti 

definiert, 

Es sei noch bemerkt, dass ein Doppeldifferential Rdxdy dann und nur dann ein 
Differential erster Gattung ist, wenn die Zerlegung von R in Primfaktoren erster Art 
die Gestak hat 

üxy 

WO ein ganzer Divisor ist. Es gilt dies nur, wenn bei der Bildung von 3*^ auch 
die Punktprimteüer berücksichtigt werden, wie es in § 7 geschehen ist. 

Marburg (Bz. Gissel), den 28. Dezember 1907. 

Heinrich W. E. Jung. 
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In quesu Nota mi propongo di trattare completamente il problema d^li spm^ 
che ammettono un gruppo conforme riducendolo a quello più semplice d^H spazii, che 
ammettono un gruppo di movimenti. Perciò da principio riporto alcuni teoremi, ^ 
dimostrati dal Prof. Fubini '), cambiando solo le dimostrazicHii» che sotto la forma qui 
esposta mi sembrano più semplici. 

Devo però avvertire, che anche tali dimostrazioni sono estensioni di altre analoghe 
del Prof. Fubini '). Invece nuovo è il teorema del n* 21, che chiude la ricerca, esau- 
rendola insieme ai teoremi del Fubini : di esso è stato dato solamente un caso partir 
colare dal Fubini stesso nel caso degli 5^ *). 

I. Considerando un S,, di cui sia 

(1) d5' = $;"a.,dx,dx» 

ik 

l'elemento lineare, le condizioni, perchè una trasformazione infinitesima 

(2) X='^i,p, (/.»«gl. * = ,....,.) 

lo trasformi conformemente in sé, son date dalle equazioni 

0) x{''^.+-"'è+'^'é)-'" «*= * 

essendo F una certa funzione delle x^, . . . , x^, che dipende dall*5^ e dalla X. In 
particolare se F = o, ed allora soltanto, la trasformazione per quello spazio risulta un 
movimento. 

3. Sieno X, , X^j . . . , X, le trasformazioni di un gruppo G, conforme per r5, 
di elemento lineare (i). Se poniamo 

(4) X, = '^^ikPk (/=!,. ...ft 



') Fubini, SuUa teoria degli sparii che ammettono un gruppo conforme [Atti della R. Accadetnia 
delle Sdenze di Torino, voL XXX Vili (1902-903), pp. 404-4 i8j. 

^} Fubini, Sugli spaila che ammettono un gruppo continuo di movimenti [Annali di Matematica pura 
ed applicau, serie III, tomo Vili (1903), pp. 39-81], n° 3. 

8) Fubini, loc. dt '). 
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ni essere 



Z{^''^+"'é+"'é:)-'-" 



(1, *= I, ..., n; /= I, ..., 0. 
Consideriamo ora uno spazio 5^ applicabile conformemente su 5, , e che per con- 
fuenza ha Telemento lineare della forma 

ih 

n M funzione di x, , . . . , x^. Poiché per le (5) si ha 

) X [^"^^ + ^'^••'fe + ^^4y = f^' + ^'^'°^ ^^"^"^ 

(1, *== I, ..., n; /= I, ..., 0, 

d anche 5^ ammette il G^ come conforme. Potendosi ora scambiare S'^ con 5^ ne 
me il teorema intuitivo: 

Dite sparii applicabili conformemente l'uno sull'altro ammettono lo stesso gruppo con- 
rme {che in generale si riduce alla sola trasformazione identica). 

Ne deriva in particolare, che se uno spazio S„ ammette un gruppo G, di movi- 
cnti, ogni spazio applicabile conformemente su 5„ ammette G, come conforme; si 
i così tutta una classe di spazii, che ammettono un gruppo conforme, quelli appunto, 
le sono applicabili conformemente su spazii, che ammettono un gruppo di movimenti, 
loi dimostreremo in seguito, che se uno spazio S„, non applicabile conformemente su 
uello Euclideo, ammette un gruppo conforme G, , questo si può considerare come 
ruppo di movimenti di un certo spazio, su cui 5„ è applicabile conformemente. 

Dunque i gruppi conformi si riducono a quelli che si posson considerare come 
ruppi di movimenti ed ai gruppi conformi dell'S« Euclideo. ' 

3. Per avviarci alla dimostrazione di quanto abbiamo detto dobbiamo premettere 
dimostrazione di alcune formule, che ci occorreranno in seguito. 

Poniamo 

) (X,X,) = '^c,„X, (.•,*=. 0. 

s 

Allora dalle (5) avendosi 
) XXdn=F,ds' (i=i,....0. 

deduce 

X,[XXdn] = X,ÇF,)ds'-\-F,X,(ds') = [X,(F..) + F,F,]ds' (.•.* = ,,.... O- 

:ambiando i con k e sottraendo membro a membro la nuova equazione, che cosi si 
tiene, dalla precedente, se ne ricava 

(x,x,)(dn = [x..(Fo - x,(F.:)]ds' *) 

*) La legittimità di questo calcolo simbolico si dimostra nel modo più semplice con lo sviluppo 
cttivo, immaginando le variabili indipendenti scelte in modo tale che X^ = ^— , ed osservando che 
attuale formula ha un significato indipendente dalla speciale scelta delle variabili coordinate. 
MaU, Grt. Mattm. PaUrmo, t. XXVI (!<> tcm. i^). — Stampato il 14 marso 190^. v\ 



130 s I KO MEDICI. 



e per le (8) e (9) 

(10) XXF,) - X,(F,) = "^c,».F. (.-. t = . ^j 

4. Riprendiamo ora in esame la (7) : affinchè (conservo le notazioni adottate preœ- 
dentemente) lo spazio S^ ammetta il gruppo G, come gruppo di movimenti, occorre e 
basta, che M soddisfi alle equazioni 

(11) XXìogM) = -F, (/=!,... ,(^ 

Dunque tutte le volte, che queste equazioni ammettono una soluzione, si può trovare 
uno spazio S'^ , su cui S^ è applicabile conformemente, e che ammette il gruppo G^ 
come gruppo di movimenti. 

5. Possiamo trarre subito di qui alcune conseguenze, che c'importa notare. Intanto 
se supponiamo, che il gruppo G, sia transitivo, e lo spazio 5, lo ammetta come gruppo 
di movimenti, onde F, = o (/= i, ... , /), allora, se 5^ deve anmiettere G, pureaaa 
gruppo di movimenti, deve essere 

X,(logAf) = o (i = i,...,4 

e per conseguenza, tra le X per Pipotesi essendocene n di linearmente indipendcnii, 
M = cost. Sicché : 

Due sparii applicabili conformemente l'uno sull'altro, che ammettono uno stesso gruffo 
transitivo come gruppo di movimenti^ sono simili, 

6. Un'altra conseguenza del n° 4 è la seguente: 
Supponiamo, che il gruppo G, sia a trasformazioni tutte linearmente indipcndemi 

tra loro, e che quindi sia t^n. Allora le (11), in forza delle (io), formano un sisten» 
illimitatamente integrabile, e per conseguenza, potendosi determinare Af in modo da 
soddisfare le (11), esiste uno spazio S^ applicabile conformemente su 5^, e che ammette 
Gf come gruppo di movimenti. Dunque : 

Se un gruppo a trasformas^ioni linearmente indipendenti h ammesso come conJ(m 
da uno spa:(io S^ , esso si può considerare come gruppo di movimenti di uno spazio S^ 
applicabile conformemente su S^. 

In particolare tale teorema vale ancora nel caso, che il gruppo sia semplicemente 
transitivo. 

7. Per trattare gli altri casi dobbiamo trasformare alquanto le (5): per questo 
supponiamo, che sieno X^ , X^ , . . . , X^ (m ^ n) le rotazioni linearmente indipcndenfl 
del G,, e che sia 

(12) K^l = Y9lsXs (1=1,...,/--!) 

s 

Si avrà in conseguenza 

^m^hr= Z, 9ls^sr (' = '» •••» < — «»; r=I, ...,"»); 

s 

perdo se dalle (5) scritte per X^^^ sottragghiamo le equazioni stesse corrispondenti agì 
stessi indici f , ky ma scritte invece per X^ , . . . , X^ e moltiplicate ordinatamente pcf 
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llJ Yl2> 



, 9,^, SI ottiene 



r> rr(«„c|ì^+»..c|ì^-)=(f„,-ì\F.). 



(/ = I, . . . , w — /; i, * = I, . . . , n). 
E queste insieme alle altre 



■■n 



X{'-'^+'''é,+'"'è)='"" 



(1= I, ..., ffi; Î, *= I, ..., n) 

si posson sostituire alle (5), cui sono perfettamente equivalenti. 

8. Supponiamo ora di considerare due spazii 5^, SI applicabili conformemente 
Puno sull'altro, che ammettano ambedue G, come gruppo conforme; allora per essile 

quantità F^^^ — ^T?/*^» hanno lo stesso valore, come si vede dalle (5*) che sono 

Dmogenee nelle a. In particolare se 5^ ammette G^ come gruppo di movimenti, le 

1 ...W l 

F^^^ — 2^ ffj^ F^ devono essere tutte nulle. E facile ora dimostrare, che se viceversa 

s 

queste quantità son nulle, il G^ è ammesso come gruppo di movimenti da uno spazio 
ì|^f su cui 5, è applicabile conformemente. Infatti allora per le (8) e (12) si ha 

(X. X,) = Y [^iks — "Z" ^i,M-.i?/,) ^s (f, * = I, . . . , m), 

ed insieme a causa delle (io) e dell'ipotesi 

X,(FO - X,(FO = '^'(c,,. - '■£%,»,„^,?,.)f, (.-, *=i «). 

In forza di questi due sistemi di equazioni, le equazioni 

X,(logM) = — F, (Z=i, ...,m) 

formano un sistema illimitatamente integrabile, e perciò, potendosi determinare M in 
modo da soddisfare ad esse, esisterà uno spazio S'^ applicabile conformemente su 5^ e 
che ammette X, , . . . , X^ come movimenti. 

Per 5^ allora dovrà essere F^ = F^= • • • = F^ = o. Di più, dovendo per quanto 

precede le quantità F^^, — X^?/,^, essere ancora nulle, dovranno essere nuUe pure 

^•+1, Fm+jy •• • > ^t'y sicché S[ ammette G^ come gruppo di movimenti. Dunque: 

Se uno spa:(io S^ ammette come gruppo conforme un gruppo G^, di cui sieno X^ , ... , X^ 
w trasformazioni linearmente indipendenti, e 

K+l= Z.fi'^. (l=i,...,t-m) 

S 

Steno k altre, allora se 

Pm^l— T9ls^s = (1=1, ...,<-m), 

s 

^^. * applicabik conformemente su uno spazio S^, che ammette G, come gruppo di mo- 
amenti. 
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9. Applichiamo questo teorema a dimostrare, che: 

Se uno spazio S^ ammette un gruppo intransitivo G, come conformCj il gruppo G^ 
è gruppo di movimenti di uno spa:^io S'^ applicabile conformemente su 5^. 

Per le ipotesi fatte essendo m < ;/, considerata una X^^^ qualunque tra le ^^ a 
ne saranno al massimo ;;/ d'indipendenti : potremo dunque con un cambiamento oppor. 
tuno di variabili fare in modo, che 9/, j ?/2 5 . • . 5 ?/„ sieno funzioni solo di x^ , x^ , . . . , x^, 
e quindi non contengano x^ . Scelte poi in modo arbitrario le variabili x^^^ 
^m^zy • • • Î '"^.-iJ sceglierò la variabile x^, in guisa che la linea x^ = ••• = x^_^, =0 
sia tangente nell'origine alla direzione normale alle tangenti, pure nell'origine, alle altre 
linee coordinate. 

Fatto ciò, nell'origine le a.^ (i = i, . . . , « — i) risulteranno tutte nulle, e perciò 
non pocrà essere a^^^ = Oj altrimenti lo spazio sarebbe degenere. Ora scrivendo la (j*) 
per il valore considerato di /, e per i = jfe =: «, siccome le ç,^ , come abbiamo supposto, 
non contengono x^, essa diviene 

ossia, poiché a^^ y6 o, 

s 

Perciò, prendendo in modo conveniente le linee coordinate, il primo membro & 
quest'ultima relazione si può rendere nullo : ma esso non dipende dal particolare sistcn» 
di coordinate assunto, ma solo dallo spazio e dalla X^^^: l'equazione precedente sari 
dunque vera qualunque sieno le coordinate. D'altra parte siccome / può prendere uno 
qualunque dei valori i, . . . , / — w, ne viene, che son verificate le ipotesi del teoram 
del n** precedente, con che rimane dimostrato il teorema enunciato. 

10. Avanti di passare a trattare il caso rimasto, che il gruppo sia transitivo, dob- 
biamo stabilire alcune formule, che stabiliremo senz'altro supponendo m = n. Dalle (8) 
deriva in particolare 

(13) x,[x,^j] - x.^,ix,/] = 't c.,„^i..xj (^'.•••.«; ^='.-.'^^ 

s 

U\n - Ki^J] = Ï.C,...X.f tt r = .> 

s 

Da quest'ultime, moltiplicando per 9 ^^ e sommando rispetto ad r, si ottiene 
tì^iWuXJ] - XX9u)XJ - hrX.[X,n\ = TÏ.9.rCi„XJ 

r r t 

(/= I, ... , ^ — «; i= I, ... , n). 
Sottraendo questa membro a membro dalla (13), ne viene 

(/= I, ..., ^— »; t= I, ..., n). 
che per le (12) diviene 

X ^rf^i (?/r)= X ì^»'-^' ~ X ^''' "^'^ "^ Ç " ^*' (^.>-./,.^*— l^T V^Ìirjj V* 
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Ponendo nel primo membro al posto deirindice di sommazione r l'indice j, ed 
ìrvando, che X,, X^, . . . , X^ sono per ipotesi indipendenti, se ne trae 

) ^i Qfls) = ^i,n^l,s— zi ^irs ?/r + zl 9bs ^i^n^Ln^h " 2. ^.>,«-Hk 9 Ir f ' 

D'altra parte dalle equazioni 

s 

Itiplicate per <p,^ e sommate rispetto ad r, si ricava un'equazione che sottratta dalla 

dà 

■(^..,-|:?i/,]-[x..,-&,.X,][FjVfF,XX9j=|:(c,.,,,- 
Queste per le (12) e (14) divengono poi 

•) X.^Fn^l — "L^lrFrj + ^t^y^ùn^l.n^s " !Ç" ^.,r,.., ?/r) (^«^, " S^ ?,r ^r) = O 

(/= I, ..., / — n; t=: I, ..., »). 

Essendo le X^ , . . . , X^ tutte indipendenti tra loro, da queste equazioni si posson 
ivare le derivate delle quantità f ^^^ — y^ ?/r ^r espresse linearmente ed omogenea- 

r 

nte per le quantità stesse: onde se queste son nulle in un punto lo sono sempre, 
nque dal teorema del n° 8 deriva: 

Se uno spa:(io S^ ammette come gruppo conforme un gruppo G, transitivo, di cui 
ÏO Xj , . . . , X^ n trasformazioni indipendenti, se ponendo 

^n^l = 'Ï^9lsXs (1=1. ...,/-») 

s 

juantità F^^^ — 2Ì ?/, ^s ^*^w//önö tutte nulle in un punto, allora VS^ h applicabile 
formemente su uno spazio SJ,, che ammette G, come gruppo di movimenti. 

II. Premesso ciò veniamo a studiare il caso, che il gruppo G, sia transitivo. 

Per questo supponiamo, che le linee coordinate sien prese in modo, che nell'origine 
aitino a due a due onogonali. Se indichiamo con [f]^ il valore di una funzione qual- 
si / nell'origine, avremo allora 

Mo = ^ik (i, *=i, ...,11), 

licando, come si suole, con e.j lo zero o l'unità secondo che i e jk sono diversi od 
liali. 

Del gruppo G^ faran parte n trasformazioni di ordine zero nell'origine, che po- 
ìmo supporre essere X^ , . . . , X^ ; anzi potremo supporre che sia 

) ^.=PiH (i=i,...,n), 

ermini tralasciati essendo almeno del prim'ordine. 

Potremo poi evidentemente supporre, che le X^^, , . . . , X, sieno nell'origine di 
line ^ I : sien poi X^^,, . . . , X^^^(u ^t — n) quelle di prim'ordine. 
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Poiché allora [$.^./^Jo == o (i = i, . . . , n; / = i, . . . , i*), le (5) ci danno 

Perciò se poniamo 

K^i = zi ^irs XfPs + • • • > 

rs 

dove i termini tralasciati son di ordine superiore al primo, dovrà essere 
bi ^= ^— b, b = b =1 • • • = b 

1rs Isr •'11 *^a2 •^•« 

Le trasformazioni del prim'ordine saran dunque tutte della forma 
(B) X.^, = 2" ^„ C^,/». - *, A) + «, lE^,/», + • • • ('=' «; K.=-iy) 

rs r 

con le t, a costanti, ed i termini tralasciati essendo al solito di ordine superiore. 

Le rimanenti trasformazioni saranno di ordine superiore al primo; ma ora osser- 
viamo, che se ce n'è una di ordine /?(> i), le alternate di essa con X^j ..., ^i» 
che, come si vede subito, non possono esser tutte nulle, son di ordine h — i : dunque 
nel gruppo G, c'è almeno una trasformazione di ordine h — i. Cosi seguitando si 
trova, che nel gruppo ci devono essere anche delle trasformazioni di ordine 2. Ora« 
nel gruppo c'è una trasformazione 17 di 2° ordine, siccome le alternate (^X.U) (f=i,...,«) 
devono essere combinazioni lineari delle (5), cosi deve aversi 

(Q f/= |: *»J2Xv|:"^»A - Y^.p.\ + ••• , 

i termini tralasciati essendo di ordine > 2, e le è essendo costanti. 

la. Supponiamo ora che sia u << / — n, e che quindi esisu nel gruppo una tra- 
sformazione della forma (C) (con le b^ non tutte nulle). Avendosi 

/ Uì:? \ Util» UiJ» 

esiste nel gruppo una trasformazione del tipo 

Ï' = Ï'**A+ •••• 

k 

Ma allora per un teorema del Lie (^Theorie der Transformationsgruppen, Bi \ 
pag. 618) le X, , . . . , X, son tutte permutabili tra loro, e perciò con un cambiamento 
di variabili si può dar loro la forma 

X,=p, 0= !,...»•> 

nel qual caso esse formano un gruppo semplicemente transitivo. Il nostro 5^ è dunque 
(n° 6) applicabile conformemente su uno spazio SJ^ , che ammette il gruppo (p, , Z^^, ...,^J 
come gruppo di movimenti. Ora un tale spazio S'^ essendo necessariamente rEudidco, 
ne viene che: 

Se uno spazio S^ ammette come gruppo conforme un gruppo transitivo, in cui äsiä 
almeno una trasformazione di ordine superiore al primo, esso i applicabile conformcnunU 
sull'Euclideo. 
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13. Ci resta dunque da trattare solo il caso, che le trasformazioni sien tutte di 
dine o ovvero i, cioè che sia u ^ t — n. 

Dobbiamo distinguere ancora due casi: che nelle (ß) sien nulle tutte le a,, o che 
!> non sia. H primo caso si tratta subito : infatti avendosi ora 

9lr = Ï^'Cï/.V - Y/ri)^.- H = 2 $; Ï/.V^. + • • • 

i i 

(/= I, ..., ^ — n; r= I, ..., n). 

termini tralasciati essendo di ordine > i, ne viene 



[1^1- 



(/= I, ..., ^— «; r= I, ..., »). 

Perciò le (5*), tenendo conto anche delle (lé), divengono 

Siamo dunque nel caso del teorema del n*^ io, onde lo spazio 5„ è ancora in 
Qcsto caso applicabile su uno spazio 5^ , che ammette G, come gruppo di movimenti, 
iaome la condizione imposta alle (5) equivale all'altra, che il gruppo G^ sì possa 
onsiderare come gruppo di movimenti ^), cosi possiamo dire che: 

Se uno spa:^io S^ ammette come gruppo conforme un gruppo G, transitivo, che può 
ssere considerato come gruppo di movimenti, esso i applicabile su un S'^ , che ammette il 
fuppo Gf come gruppo di movimenti, e che (per il n° 5) è determinato a meno di una 
militudine ®). 



5) Cfr. per es. la mia Nota : Sui gruppi di movimenti f Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 
ie V, voL XVI (1907), pp. 166-174] oppure Fubini, loc. cit. ^), n° 3. 

^) Il Prof. Fubini, letta questa Nota manoscritta, mi volle gentilmente comunicare un*altra dimo- 
tóone, di questo teorema, che fa a meno del teorema del n° io riattaccandosi direttamente a quello 
n° 8, e che è la seguente : 

Le (18), che noi abbiamo dimostrato con una particolare scelta delle linee coordinate, non dipen- 
do evidentemente da queste, purché s*intende resti fissa l'origine. Dimostriamo (ed è del resto intui- 
o), che non dipendono neanche dalla particolare scelta delle trasformazioni generatrici del gruppo G^ . 

Sieno infatti 7, , . . . , y^ t trasformazioni infinitesime, che generino il gruppo G^ , e sieno 
, . . . , y« tra loro linearmente indipendenti. Sia poi 

y, =5Ì'a.,-^; (i=I, ...,0, 

l 

^-^p = ÏT V ^' (p = i, • . • . * - «)> 

s 

>vc le a sieno costanti. Nelle ultim -*^ituiamo alle Y le loro espressioni per le X : avremo 

l ' / 

per le (12) 
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14. Ci resta dunque da trauare solo il caso, in cui le trasformazioni del gruppo 
G, son tutte di ordine o ovvero i, mentre le a, delle formule (5) non sono tutte nulk. 
Avanti però dobbiamo premettere alcune considerazioni sulle rotazioni, doè sulle tn- 
sformazioni infinitesime della forma 

le c.j essendo costanti reali. 

Cominciamo dall'osservare, che una sostituzione ortogonale qualunque sulle jCj,...,x, 
^^non cambia la forma tipica delle rotazioni, e che con una sostituzione ortogonale si 
può sempre portare un 5, qualunque per l'origine in quello, che ha per equazioni 

X = X = • • • = X ^= o. 

Se ora consideriamo un iperpiano S„_, qualunque per l'origine 

(19) *,^, + Kx, H + K^n = o, 

la condizione necessaria e sufficiente, perchè esso sia lasciato fermo da una rotazione 

(20) ^ = !l ^x». (.^iPi^ — ^i^Pù (»li. = - V^ 
è che sia identicamente 






e poiché le X^ t . . . , X„ sono indipendenti 
(I) ««^p, 



.,/ + A *--p."-Hi ?fc/ = 2i'^p^\ *'' + Z ""'.-*-* ^*' ) (/ = I, . • . . »). 

n s \ h / 

D*altra parte se 

Y.(ds') = H.ds' (ì=i,...,a 

si ha subito 



l 

Ricordando che per ipotesi nell'orìgine si ha 



se ne deduce che nell'origine vale l'uguaglianza 

Hn^p - ï^+pi^i = zi *-^P.* + Z *--^p,-iìifc - Zi+pi I *ifc + 2I *i>-Hl?iJ|^fc» 
onde per la (/) si ha pure 

i 

nell'origine. Dunque nell'origine le quantità F„^/ — /"t/i^» ^^^° nulle, comunque »eno $cclttk«»' 

sformazioni infinitesime del gruppo; e poiché l'origine é un punto qualunque, vuol dire, che esse • 
identicamente nulle. Basta ora applicare il teorema del n° 8 per avere il teorema sopra enimdita 

7) Tali considerazioni le riporto qui per maggiore chiarezza da una mia memoria: M §nffi ' 
rotazioni [Annali della R. Scuola Normale Sup. di Pisa, voi. X (1907), pp. i-i6oJ. Si vedano '^f^ 
posito i SS I e 3. 
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sendo p una costante qualunque. Deve dunque essere 



(X= I, ..., n). 



>ra, perchè queste equazioni sien risolubili con valori non tutti nulli delle i, occorre sia 



22) 



P 
a. 



a. 



P 



= o. 



)ra questa equazione non può avere altre radici reali oltre lo zero ®) : onde ci potranno 
ssere degli iperpiani reali invarianti per la R solo quando il determinante \olj^^^\ 
X, |jL = I, . . . , «) è nullo. Se questo avviene, allora esiste un iperpiano reale per 
origine invariante per la iì; prendiamolo per Tiperpiano x^ = o. Perchè questo sia 
mriante per la i?, occorre sia, per le (21), 



= «. 



«n-,,« = O, 



ccorre cioè, che nella R non figuri x^. 

Potremo ora considerare la R come una trasformazione su n — i variabili soltanto, 
quindi se la^^^^j = o(>, pt.= i, ..., n — i) fare una riduzione analoga. Cosi segui- 
ndo, finché si può, ridurremo la R ad operare solo su u variabili (w ^ «), dopo di 
lè sarà \x^J ^é o (X, (jl = i, . . . , 1*): notiamo, che deve essere u pari, perchè il de- 
rminante |/;^^|, essendo emisimmetrico, se u fosse dispari, sarebbe nullo. 

Considerando allora la cosa nell'S^ ^ (^i > ^2 ? • • • > ^J ^^^ ^^ sono iperpiani 
ali invarianti per la R: però siccome le a son reali, la (22) insieme ad ogni radice 
'uramente) imaginaria ammette anche la coniugata: corrispondentemente a due radici 
►niugate si potran poi prendere due S^_^ invarianti per la R ed imaginarii coniugati, 
tìe tali S^_, s'incontreranno in un S^_^ reale, che sarà lasciato fermo dalla R: se con 
la sostituzione ortogonale lo prendiamo per YS^_^ di equazioni 

A conserverà ancora la forma 

^ = |Ì %(^x/^ii — ^^Pi)^ 
a di più, lasciando essa fermo il detto S^_j, dovrà essere, come si vede subito, 

*x,^, = «X,« = ^ (^ = Ï u-'iy. 

Sarà dunque 

Se ora tt = 2 5>2 si può ragiomindo ugualmente f*ire uo «lualogA ritiuzionc sulb 
rima parte con una sostituzione ortogonale sulle sole 
Ila forma: 



i..^-4 



^^i^lP^ — X^Px) + ^'*'C^'..-ìp4... — ^. 



^ Cfr. ad es. CbsXro, Jmûisi algebrica, 

imi, Cèru ÌLUem, fêUrm; u XXVI (a® ^em, i^> 
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Cosi seguitando si trova che: 

Una rotazione infinitesima qualunque si può sempre ridurre alla forma 

Evidentemente poi per quanto abbiamo detto 5 ^ — ^), sicché si potrà sempre 
durre R alla forma 

qualcuna delle m potendo ora anche essere nulla. 

15. Per dimostrare più semplicemente una proprietà, che ci occorrerà in segui 
introduciamo alcune notazioni: poniamo 

^ik = XiPk — XkPn (i,A = i,..., 

e 

Si ha subito allora 

Inoltre una rotazione qualunque si può mettere sotto la forma 

(26) ^= T KA + ^v^x. + '^A + 'W 

Tir 
Il teorema precedente ci dice poi, che con una conveniente trasformazione < 
coordinate una rotazione qualunque si può ridurre alla forma 

2 X 

16. Consideriamo ora una rotazione R^ qualunque cui supporremo data la fi 
precedente; però per non dover distinguere più casi porremo 

^ X 

vuol dire che delle m saranno nulle. Se prendiamo allora una seconda rotazionti: 

(28) ^'=% ^'^^^^ + ^^ ^^ + "^^^ + ^^ ^=^^' 

si avrà poi 

*i* 

•) Con 1 indichiamo, come si suole, il niassimo intero contenuto in — . 
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li deduciamo subito, che: 

IG^ (reali) di rotaT^ioni son tutti abeliani, 

[nfatti se ci fosse un G^ ^ (Ä, R^ non abeliano, si potrebbe ridurre ad avere la 

osizione {R^ R^ = fR^: sicché potendosi far la precedente riduzione, dovrebbe 

Î identicamente 

E queste equazioni non sono certo risolubili con un valore reale e ^é o di p a 
D di supporre nulle tutte le û, i, e, d^ cosa evidentemente da escludersi. 
17. Visto ciò torniamo alle formule precedenti: per le (30) ogni termine di R^ 
iogo ad un termine ed uno solo di i?^, su cui non influiscono gli altri termini 
,; di più R^ non difierisce da i?^, se non perchè ciascuno dei coeflScienti è stato 
iplicato per un fattore (negativo), che del resto può variare da termine a termine, 
questi fattori ce ne sarà un certo numero p di diversi, che potremo indicare con 
]j — p^, . . . , — pj. Consideriamo ora tutti i termini di J?^, i cui coefficienti ven- 
3 moltiplicati per — p* , quando si passa alla R^ : il complesso di essi formerà una 
zione R^^ , tale che la rotazione (R^ (i?^ i?^,)) si ottiene da R^^ moltiplicandone sem- 
mente tutti i coefficienti per — p| . Sarà dunque : 

Analogamente, se consideriamo tutti i termini, i cui coefficienti nel suddetto pas- 
to vengon moltiplicati per — p^ , essi formeranno una rotazione R^^ tale che 

Cosi proseguendo si trovano /) rotazioni i?,^, i?„, ..., i?^^, che esauriscono com- 
mente la J?j, e tali che è 

Si avrà dopo ciò 

Se R^ , R^ appartengono ad uno stesso gruppo G, , ad esso apparterrà anche R . 
come da R^ si è dedotta R^j da questa si deducon successivamente le altre 



p!"-"Ä,. + p:'^-"-R«+--- + pr"i?,,, 

appartengono tutte al gruppo G^. 
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Le p essendo diverse tra loro, la R^ e le altre p — i rotazioni trovate son com- 
binazioni lineari mdipendenti di i?^, , J?^,, . . . , R^^; e perciò queste son tutte combi- 
nazioni lineari di quelle, e per conseguenza rotazioni del gruppo. 

Si può dunque per quanto precede prendere nel gruppo G, una rotazione che 
chiameremo ancora R^j tale che sia 

(RXR.Rù) = -?',«.' 

Se supponiamo, che RJ non sia permutabile con RJj posto 
ne verrà 

(Ä.i?,) = -P.Ä„ 

ed R^ sarà indipendente da i?, ed R^ : infatti in caso contrario J?, , R^ formerebbero 
un Gj non abeliano contro il numero precedente. 

Supponiamo ora di avere scelto nel gruppo 2v -f- i rotazioni indipendenti in 
modo, che sia 

(^, ^2i) = Pi ^2i^i y (^1 ^2i^i) = — ?iKi (i = I, . . . , v;, 

e dimostriamo, che se c'è nel gruppo una rotazione R^y,^^ indipendente dalle precedenti 
e non permutabile con R^ si possono prendere 2v-f-3 rotazioni nelle stesse condizioni. 
Infatti -Rjv^-a ^^^ ^ somma di p rotazioni iJ^y^.,^,, . . . , -Rjv^a,* ^^ gr^PPO ^ che 

Le i?,y^,^, , ... , R2v-^2,p ^^" possono essere tutte combinazioni lineari di R^ , ... , J?^»^,, 
perchè se no lo stesso avverrebbe di R^y,^^^ contro l'ipotesi; dunque una di esse non 
permutabile con R^ si potrà sostituire ad iì^y^, , dopo di che sarà 

(A, (i?, J?,v^,)) = pv^, -Rav^, . 

Posto ora 

i^i ^av-hi) = Pv^, ^2V-.3 sarà (Ä, -^,^-^3) = — Pv^, ÄavH-a J 

e basterà per provare il nostro asserto dimostrare che R^^^^ è indipendente da 
-R, , . . . , -R,VH-i • infatti se fosse 

^av^3 = Z! ^l^n 

l'ultima equazione diverrebbe 

- Pv^-i^av-^-a = 2-P/(*a/^a/-^i ~ *2/^i -"^a/) + Pv4-i *a»-h, Z! *' -"^i * 
i 1 

Questa, essendo il coefficiente Pv^.|(i+Äav^.i) ^ -^av^-a ^'^^ diverso da zero, sarebbe 
una relazione lineare tra i?, , . . . , -R^v^-a > contro l'ipotesi, che esse sieno indipendenti. 

Cosi si può seguitare finché ci sono rotazioni non permutabili con R^ : sicché 
pottemo supporre di prendere le rotazioni generatrici di G, in modo, che sia 

(^, ^a.) = Pi Rai-^, J (^. -Rai^i) = " Pi ^ai 0* = I, - - • , v), 

e che le altre rotazioni R^^,^^ , R^^^^ , . . . , i?, sien permutabili tutte con Ä, . Dunque : 
Presa in un gruppo G, di rotaxioni una rota:^one qualunque R^ le altre R^ , ... , R^ 
si possono prendere in modo, che sia 

f-.y. I (.R,R,i) = ?iR,i.„ (R.R.i.,) = -?^R,i (. = 1. ....VX 

^^ ^ ( {R, R».ù = (Ä. R,..,) = . . . = (ie. i?.) = o. 
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Stabilito questo teorema riprendiamo lo studio dei gruppi conformi nel caso, 
sta ancora da trattare, cioè nel caso che nel gruppo conforme G, ci sieno n 
Lzioni 

^i=Pi'Ì' '" (f = I, . . . , w) 

; zero, e / — n 

rs r 

ardine, con le a, costanti non tutte nulle. Potremo supporre allora, che sia 
, nel qual caso, dividendo se mai X^ per una costante, potremo supporre 
. Allora sostituendo ad X^^. la trasformazione X^^. — a . X, si ridurranno nulle 
• • j */_«-i> ^^ ci si ridurrà al caso che sia 

X^^l = "Ï^Ksi^rPs — ^sPr) H (/ = I, . . . , / - n « I), 

TS 

rt r 

trasformazioni X^^, , . . . , X, formano un gruppo, che è isomorfo a quello 
dalle altre 

rs 

X, = 'Ï^KX^rP. - X.Pr) + Y^'rPr, 

rs r 

è altro che il gruppo indotto da quello sugli elementi lineari uscenti dalFori- 
1 resto dò si vede subito osservando, che, essendo le X^^, , . . . , X, di prim'or- 
ermini di primo ordine delle alternate son dati dai termini di prim'ordine delle 
azioni di cui si fa l'alternata. 

ora siccome ^ x^p^ è permutabile con una rotazione qualunque, avremo 

ique il gruppo (X^^, j • • • j X,) è isomorfo al gruppo di rotazioni 

1 teorema del numero precedente viene, che possiamo prendere X^^, > • • • , X^_^ 
>, che sia 

(^t ^«^a,-«) = ?iK-^2Ì 5 i^'t K^2i) = — Pi ^«H-a-i > 0=1,..., V), 

W-^«^2V^,) = (<K^n-^2^^ù = • • • = (XJX,_.J = O, 

i si posson prendere X^^, , . . . , X,_, in modo che sia 

\ (X, ^n^ai-i) = Pi K^2i 5 (J^i K^2Ò = — Pi ^»-Kii-. 5 (t = I, . . . , v), 

Vediamo ora come si posson semplificare le alternate tra una delle trasforma- 
ordine zero e la A',. Se conforme al n^ 14 riduciamo X, alla forma 
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avremo evidentemente 

(X,,_, X,) = m, X„ + X„_, + ;f (c„ A-.^,,_, + d,, X,^J 



b 



W ' ^, {'=''--[t> 






Ora al posto di X,;_, ed X^^ prendiamo rispettivamente le trasformazioni 



determinando i coefficienti dalle equazioni: 

[ — Pib^ifc +//* + ^hflh + ^ifc = o, 

\ Pfcf/b + ^I* — ''^i^/* + à\^ = o, 

(38) ^b + ^/4 + % = 0, 4 — ^/ìifc + W|fc = o. 

Ciò è sempre possibile, poiché per ogni coppia di valori di / ed Ä il determinante 
delle (37) è pseudosimmetrico ed ha i termini in diagonale = i, e per conseguenza 
è :^ o. Cosi quello delle (38). Determinate in tal modo le /, g^ 7^ /, g\ l'y si ha per 
le (34) e (36) 

(39) (XL.x,) = m,x:, + x;,.,, (x;,x,) = -m,x;,.. + x;, (/=!,. ..,[-f]). 

Se poi n è dispari, e si ha 

(x.x,) = X. + 5:(c.,x.^,,_. + d.,x.,,,) + '"•■5'\»x.^„^„ 

h h 

si prenda al posto di X^ la trasformazione 

K = K + Z. (/«* ^-K.*_i + gnh X«H-2fc) + Z "«fc X«-.v-Kb J 

determinando le/^^, ^^jj, dalle equazioni 

-Ah + ?l,gnk + ^«fc = O, ^,fc + pj^, — rf^, = o (Ä= I, ...,») 

certo risolubili. Si avrà allora 

(40) (x:x,)=x:. 

20. Vediamo ora di determinare le alternate tra due delle X^ , . . . , X^ tomani 
a chiamare cosi le X' , À^ , . . . , X^ . Dalle identità Jacobiane tra due di quelle XtX^ 
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ha 

Ç41) ( {i^,i-.XJX) = 2(X,,_. X,,) - m,(X,,_.X,,_.) + m,(X,,X,0, 
^ ■ i ((^a.^,»-.)^,) = 2(X,,X,,_,) - m,(X,,_. X,,_,) + m,(X,, XJ, 

Osserviamo, che queste equazioni si possono risolvere rispetto ad una qualunque 
^^feUe alternate, che figurano nel secondo membro, poiché il determinante dei coefficienti 
^essendo 



2 
o 



o 
2 









Wi ut: 



— w. 



m. 



"* quindi pseudosimmetrico coi termini in diagonale non nulli, è certo non nullo. Per 
inconseguenza le alternate del secondo membro si posson ricavare come combinazioni li- 
t^Steui dei primi membri; in questi per le (34), (39) e (40) non figurano X^^^^^^ , ..., K^^ 
- ^^ixhè queste trasformazioni non figurano nemmeno in quelle alternate. Se ora poniamo 

i...w-»-2V i...w-«-av 

[ 

F i.-.w-^av i...n-4-2V 

l l 

(.•,*=I,...,[-f]; ,>é*), 



f 



sostituendo nelle (41) e sviluppando le alternate dei primi membri per mezzo delle 

^(34)? C39) ^ (40)5 si trovano quattro equazioni in X^, ... , X^^^^, che devono essere 

^identità in quanto quelle trasformazioni sono indipendenti. Se uguagliamo a zero i coef- 

' fidenti di X,_^jj,_, ed X^^^j (Ä ^ v) in quelle quattro equazioni, otteniamo 8 equazioni 

lineari omogenee nelle 8 incognite 



i,*,fi+afc > 



b: 



itkfH-^-ih ' 



**i,k,II-+-2fc-l J 
i,k,u-^2h—i J 



C: 



i,k,n-t-2h ' 



J 
(,Jlr,N+2& > i,Är,«-4-afc— I > 

Ü determinante (disponendole opportunamente) risulta pseudo simmetrico coi termini 
in diagonale = 2. Essendo dunque diverso da zero, quelle incognite devono essere 
tutte nulle; per conseguenza nelle alternate, che abbiamo scritto non posson figurare 
neanche X^^, j • • • , ^n-t^zt • ^ modo del tutto analogo si prova, che nelle alternate 
sopra dette non possono figurare nemmeno X, , X, , . . . , X j- ^ -,. Se poi « è dispari, 

uguagliando a zero i coeflicienti di X^ nelle (41), si ottengono 4 equazioni lineari 
omogenee in a.^^,, b^^^j c,^^, d.^^ col determinante dei coefficienti, che per la solita ra- 
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gione è ^ o : dunque anche queste quantità son nulle, e si ha cod 

(42) (x,,_.x.,_.) = (x.,_.xj = (x,;x,,_.) = (X,,XJ = 

{«•.* = ! [-r]'*5^*)- 

Se n è disparì, si ha inoltre per le identità Jacobiane 

Di qui come nel caso precedente si deduce in modo analogo, che è 

(44) (^.-. x:) = (X,, xj = o (< = 1. . . . . [-^1 

Infine sempre nello stesso modo dall'equazione 

((X.._.^JX,) = i(X,,_.X,,) (.= I. ....[-f} 

che deriva dall'identità Jacobiana tra X,^,, X„. e X,, à deduce che deve essere 

(45) (X,i_. X„.) = o. 
Dunque, raccogliendo le (43), (44) e (45), si ha sempre 

(46) (X,X,) = o (1.*=, ^ 

21. Siamo arrivati cosi a dimostrare, che nel caso in cui il gruppo conforme sii 

del tipo, che abbiamo studiato per ultimo, esso contiene un sottogruppo abeliano sa 

plicemente transitivo. A questo gruppo con un conveniente cambiamento di variabìEi 

può dare la forma 

Pty Pz9 ••• j Pn- 
Possiamo dunque ripetere le considerazioni svolte alla fine del n^ 12: cioè possiafool 

dire, che il nostro S^ è applicabile su un altro spazio SJ,, che ammette il gruppol 

(Pn Pij - ' ' j Pm)y come gruppo di movimenti, e che per conseguenza è TEudideo. ] 

Dunque : ! 

Se uno spazio S^ ammette come gruppo conforme un gruppo transitivo G, sen:^a trê\ 
sformaiioni di ordine superiore al primo (nell'origine), e che non si possa considerare com 
gruppo di movimenti di nessun S'^^ S^ i applicabile conformemente sulV Euclideo. 

22. Collegando questo teorema con quello del n^ 12, abbiamo, che 
Se uno spaT^io S^ ammette come conforme un gruppo transitivo j che non possa essm 

considerato come gruppo di movimenti di nessun S^, lo spazio considerato è applicdà 
conformemente sull'Euclideo. 

Ed ancora riunendo questo con gli altri teoremi dei n^ 9 e 13 se ne trae il segoedB 
teorema, che riassume la ricerca: 

Se uno spazio S^ ammette come gruppo conforme un gruppo G^ , siposson dare dueai\ 

1°) l'S^ Ï applicabile conformemente su uno spazio SJ,, che ammette G, comegrt^ 
di movimenti; 

2°) VS^ Ï applicabile conformemente sulVS^ Euclideo. 

Firenze, 29 novembre 1907. 



Siro Medicl 
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RELAZIONE DEL CONCORSO INTERNAZIONALE 
PER LA "MEDAGLIA CUCCIA,, 

(Commissari: M. Noether, H. Poinoaró, C, Segre, relatore) '). 



Il programma di questo concorso ') stabiliva che il Circolo Matematico di 
Palermo conferirà la Medaglia Cuccia a 

una memoria che &rà fisire mi progresso essenziale alla teoria delle 
carve gobbe algebriche; 

soggiungendo però che, nel caso in cui, fra i lavori inviati al concorso, nessuna me- 
moria relativa a questa teoria fosse riconosciuta degna del premio, questo potrà essere 
aggiudicato a 

mia memoria che farà fisire mi progresso essemdale alla teoria delle 
superficie, o altre varietà, algebriche. 

Le Memorie sottoposte dal Circolo Matematico di Palermo al giudizio della 
Commissione furono tre ^). Eccone i titoli e le epigrafi : 

i®) Sur Ics courbes gauches de direction (pagine 234). — Epigrafe: 

« Prévoyez votre route, avant que de partir : 
ec A qui dirige mal, rien ne sert de courir ». 

2®) Sur quelques propriétés arithmétiques des courbes algébriques planes ou gauches 

(pagine 16). — Epigrafe: 

« Ó C>)Töv eûpf^xfit ». 

3®) Grundlage t^u einer Bewegungsgeometrie des Kreises und der Kugel (pagine 45).— 

Epigrafe : 

« Die Kugel beherrscht das Weltall und die Raum Wissenschaft ». 

La /* Memoria, molto ampia, si basa in special modo su certe formole, che danno 
esplicitamente le coordinate x, y. Ti dei punti di una curva sghemba ed il suo arco s in 



') Letu dal Prof. Sbgre nella prima seduta plenaria (6 aprile 1908) del IV° Congresso Inter- 
nazionale DEI Matematici (Roma, 6- 11 aprile 1908). ~ Questa Relazione, pubblicata precedentemente 
in opuscolo a parte a cura e spese del Circolo Matematico di Palermo, fii distribuita in seduta ai 
membri del Congresso. 

^) Cfr. Rendiconti del Qrcolo Matematico di Palermo, t. XVIII (1904), pp. 390-391. 

3) Cfr. il Verbale dell'adunanza del 14 luglio igoj [Supplemento ai Rendiconti del Qrcolo 
"^tico di Palermo, voi. II (1907), pp. 35-37], Medaglia Cuccia, p. 36. 

^cai. Ort. Méttm. FàUrmo, t. XXVI (a^ tem. 1908). — Sumpato il % nuggio 1908. 
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funzione di un parametro (il parametro di un piano isotropo tangente alla 
Queste formole sono opportunamente applicate alle curve di direzione (sulle quali 

^— , -p- , -j-- son funzioni razionali di jc, 3^, :(), ed alle curve rUHficabili (ügt 

o razionalmente (in cui s è funzione algebrica, oppure razionale, di x, ^, :^ : in panicsii 
a curve algebriche. 

Seguono varie ricerche speciali su curve evolute od evolventi di linee date, 
superficie caustiche ed anticaustiche, ecc. 

In complesso questo lavoro, che è il più imporunte fra quelli presentati, conti 
sui vari argomenti accennati parecchi risultati udii, specialmente su classi parncobii 
linee e superficie. 

Ciò nondimeno, e pur prescindendo da talune mende facilmente corr^[gìl>iIi, 
si riscontrano ad esempio in qualche ragionamento, la Commissione con rammark» 
dovuto escluderlo dal premio, ritenendo che esso non corrisponda al tema prefisso, 
vero questo poneva come condizione che la Memoria da premiarsi facesse fare un j 
gresso essenziale alla teoria delle curve gobbe algebriche, oppure a quella delle 
ficie, od altre varietà, algebriche. L'algebricità era evidentemente una condizione ini 
sabile, che caratterizzava gl'indirizzi secondo cui si potevano svolgere, pur colla 
libertà, le ricerche. Ora il lavoro di cui parliamo versa invece sostanzialmente su 
stioni metriche di Geometria diflferenziale ; e se anche qua e là considera in parncol 
delle curve (e superficie) algebriche, per esempio di direzione, non fa su di esse rie« 
profonde, e non ottiene proprietà che abbiano una spedale importanza, né in sé, 
per le applicazioni che potranno dare. 

La 2'' Memoria riguarda le curve algebriche, le cui equazioni hanno per coeffida 
dei numeri algebrici; e traua di problemi connessi all'esistenza, su tali curve, di puoä 
coordinate esprimibili cosi : 



%• 



ove anche le û. ed a. son numeri algebrici. Un noto teorema fondamentale di LindemiI 
fornisce subito delle relazioni tra i coefficienti della curva ed i numeri a. , a^. . Ma k 
seguenze che l'Autore ne trae si riferiscono solo a casi particolari, il cui interesse é 
tosto limitato, o si spingono poco più in là di ciò che si può riguardare come gii 
Perciò il contributo che ne viene alle proprietà aritmetiche delle curve algebriche 
ci pare sufficiente. 



Infine la f Memoria, relativa alla Geometria dei cerchi e delle sfere, ed a ( 
congegni cinematici, ha in sé stessa poco valore, e non corrisponde affatto al tea 






Cosi la Commissione, unanime, ha concluso che non era il caso dì conferii 
/>remio a nessuno di quei tre lavori presentati al concorso. 



I 



I 
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Dopo dò, seguendo il programma che le era tracciato, essa ha esaminato se il 
aio si potesse mvece assegnare a Memorie, pubblicate dopo l'apertura del concorso 
novembre 1904) e prima della sua scadenza (1° luglio 1907), e relative ancora alle 

gobbe, o superficie, od altre varietà, algebriche. 
EflFettivamente nel periodo indicato vari matematici han pubblicato dei lavori impor- 
su questi argomenti. La Commissione ha esaminato attentamente quelle pubblica- 
li, ed ha concluso col prescegliere fra esse quelle di Francesco Severi relative 
Geometrìa delle superficie algebriche e delle curve algebriche tracciate su di esse. 
Anche altri Autori avremmo giudicati degni del premio. Ma nel confronto dei loro 
m colle Memorie del Severi (sempre, bene inteso, per l'intervallo di tempo di cui 
r tratta) stava a favore di queste l'esservi risolte un complesso più ampio di questioni 
ralij mentre in quelli si trattava invece più spesso di classi particolari di superficie 
altri enti. 
Le pubblicazioni del Severi a cui abbiamo alluso sono, più precisamente, le seguenti : 

Sulle superficie algehricht che posseggono integrali di Picard della 2* specie. 
Mathematische Annalen, t. LXI (1^05), pp. 20-49. 
(Datata 14 novembre 1904; pubblicata 5 settembre 1905). 

a. Sulla differenza tra i numeri degli integrali di Picard, della f e della 2* spe- 
appartenenti ad una superficie algebrica. 

Atti delia R. Accademia delie Scienze di Torino, voi. XL (1904-905), pp. 288-296. 
(Presentata nell'Adunanza del 22 gennajo 1905). 

3. Sulla totalità delle curve algebriche tracciate sopra una superficie algebrica. 
Mathematische Annalen, t. LXII (1906), pp. 194-225. 
(Datata 20 settembre 1905 ; pubblicata 1° maggio 1906) ♦;. 

i 4. // teorema ^Abel sulle superficie algebriche. 

^ Annali di Matematica pura ed applicata, s. Ili, t. XII (1906), pp. 55-79. 

(Datata 30 aprile 1905 ; pubblicata in agosto 1905) ^). 
5. Intorno al teorema d'ABEL sulle superficie algebriche ed alla riduzione a forma 
ale degV integrali di Picard. 
Rendiconti del Qrcolo Matematico di Palermo, t. XXI (1° semestre 1906), pp. 257-282. 
(Datata 15 dicembre 1905; stampata il 12-19 febbrajo 1906). 

6. Sul teorema di Riemann-Roch e sulle serie continue di curve appartenenti ad 
superficie algebrica. 

Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, voL XL (1904-905), pp. 766-776. 
(Datata 18 aprile 1905; presentata nell'Adunanza del 7 maggio 1905). 




4) Un riassunto di questa Memoria trovasi nella Nota: Sur la totalité des courbes tracées sur une 

aigéhriquê et sur les iniégtales de Picard attachées à la surface [Comptes rendus hebdonudaires 

de rAcadémie des Sciences (Paris), t. CXL (i*"^ semestre 1905), pp. 361-363 (séance du 

1905)]. 

ft) Un riassunto di questa Memoria trovasi nella Nota : Le théorème d'AhEL sur les surfaces alga- 
mes [Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences (Paris), t. CXL (i*' 
IR 1905), pp. 926-928 (séance du 3 avril 1905)]. 
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7. Sulle curvi algebriche virtuali appartenenti ad una superficie algebrica. 
Rendiconti del R. Istituto Lombardo, etc., s. II, voL XXXVIII (1905), pp. 859-^$. , 

(Datata 24 lugUo 1905; presentata nell'Adunanza del 9 novembre 1905). 

8. Osservas^ioni varie di Geometria sopra una superficie algebrica e sopra una variai 

Atti del R. Istituto Veneto, etc., t. LXV (1905-906), Parte U\ pp. 625-643. 
(Datata 5 aprile 1906; licenziate le bozze per la stampa il 28 maggio 1906). 

In queste Memorie si trovano, strettamente connessi fra loro, i più recenti metod 
di studio di quella teoria : i metodi algebrico-geometrici dovuti principalmente ad Ema- 
QjüES e Castelnuovo; e quelli trascendenti di Picard, basati sull'uso d^l'int^aS £ 
differenziali totali, o integrali semplici, relativi alla superficie algebrica assegnata. E cooot 
il Severi aveva già portato nuovi contributi importanti ai metodi geometrici — drian» 
solo, come esempio, l'estensione del conceuo di serie caratteristica ai sistemi contine 
non lineari, di curve, — ed altri qui ne porta, come l'introduzione (Memoria 7) ddk 
curve virtuali, grazie a cui si rende possibile in ogni caso l'operazione di sottra:(jom 
per le curve di una data superfìcie, — cosi alla teoria d^l'int^rali di Picard egli 
fano fare in questi lavori una serie di progressi veramente essenziali ®). 

Anzitutto rileviamo che qui appunto si trova risolta finalmente la questione oft 
tale di decidere quali siano le superficie su cui qu^l'int^ali non si riducono alle fo^ 
zioni note, cioè a costanti se di i' specie, a funzioni razionali se di 2% a combinazioi 
algebrico-logaritmiche se di 3* specie. Severi dimostra che tali superficie sono prccM 
mente quelle irregolari, nelle quali cioè il genere geometrico p^ è superiore a quel 
aritmetico p^. 

Esaminando la cosa più minutamente, si ha, per quel che riguarda gl'int^ali 
I* specie, che un teorema dato da Humbert in una sua importante Memoria del 189^ 
ed un altro di Enriques del 1899 portavano a confrontare la classe delle supeific 
dotate d'integrali semplici di i* specie con quella delle superficie irr^olarì. Essi sol 
livano, rispettivamente, che le superficie in cui esistono sistemi algebrici di curve 
contenuti in sistemi lineari appartengono all'una ed all'altra classe. 

Orbene Severi dimostra (Memoria i) che l'esistenza d'integrali di i' o di 2* spi 
eie, trascendenti, trae di conseguenza l'irregolarità della superficie. In altri termini, 
una superfìcie è regolare, sulla varietà Riemanniana a 4 dimensioni che ne dà Tiinagì 
reale, ogni ciclo lineare si può ridurre con deformazione continua ad un punto. 

Subito dopo I'Enriques inverti quella proposizione, dimostrando che su ogni 
perfìcie irregolare esistono dei sistemi algebrici di curve non contenuti in sistemi linei 
onde, pel citato teorema di Humbert, le superficie irr^olari ammetteranno integi 
semplici di I* specie. 

Ma il Severi subilisce una proposizione quantitativa di maggior significato 
quella riferita. Sia p l'irregolarità (=/>- — />.) di una superficie. Siano y ed r i nuni 



®) Cfr. Picard-Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, t H (ij 
pp. 420, 4}2y 49^49^- 
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dei suoi integrali sempiici distinti di i* e di 2* specie. Egli ottiene (Memoria 2) la 
relazione : 

Com'è noto, il risultato più completo 

q=pj r = 2p 
fu poi pubblicato per primo dal Castelnuovo. Ma Severi ne diede pure subito una 
propria, molto semplice, dimostrazione, per mezzo di un'estensione del teorema d'ABEL 
(Memoria 4), di cui diremo in seguito. 

Quanto agl'integrali di 3* specie, essi compajono nella Memoria 3, ed ivi, come 
corollario di altre considerazioni su cui pure ritorneremo, è risolta nel senso sopra in- 
dicato la questione della eventuale riducibilità di quegli integrali a combinazioni algebrico- 
ic^arìtmiche. 

Fra i nuovi contributi allo studio degl'integrali di Picard, rileviamo ancora nelle 
Memorie i e 2 l'analisi degl'integrali di 2* specie aventi una data curva polare, e delle 
loro funzioni razionali residue. Sottraendo da un tale integrale delle funzioni razionali 
convenienti, esso può sempre ridursi ad integrali che posseggano solo una curva polare 
di 1® ordine, irridudbue e priva di punti multipli. Su questa curva il gruppo degli zeri 
della funzione residua di 1° rango conduce a considerare la serie caratteristica della 
curva; e appunto dall'essere questa serie una serie parziale si deduce nella Memoria i 
che la superficie è irregolare. — Nella Memoria 5 è data una riduzione a forma nor- 
male d^l'integrali delle tre specie : la quale, se in parte è analoga a quella degl'integrali 
abeliani, in qualche punto esige invece considerazioni essenzialmente nuove. 

Di grande importanza sono le ricerche della Memoria 3 intorno alla totalità delle 
curve algebriche situate su una data superficie algebrica irriducibile. Premettiamo che il 
Severi dice che due o più di quelle curve son legate algebricamente quando la linea 
costituita da alcune di esse contate certi numeri di volte, e quella costituita dalle rima- 
nenti, pure debitamente contate, sono linee (totali) di uno stesso sistema algebrico irri- 
ducibile. Ciò posto, si considerino, sulla superficie F, / curve C, , C, ,..., C^ , di or- 
dini m, , m^j . . . , m, ; e s'indichi con n .^ in generale il numero delle intersezioni di 
C-j Q (con n.. il grado virtuale di C,). Si ha allora che: La condizione necessaria e 
sufficiente affinchè le curve C^^ C^y ,..^ C^ sian legate algebricamente è che sian nuUi 
tutti i determinanti d'ordine / della matrice 

Questa condizione si può anche mettere sotto forma trascendente : equivale cioè 
all'esistenza su F di un integrale semplice di 3* specie, il quale divenga infinito loga- 
ritmicamente soltanto nei punti di C^ , C, , . . . , C^ ®). 

Ciò permette di applicare un teorema fondamentale del Picard relativo alle curve 
algebriche che costituiscono la totalità delle curve su cui un integrale di 3* specie ha 



7) Nella Memoria i aveva solo dimostrato che r — q^p- 

®) Ne deriva la proposizione già prima citata da questa Memoria 3. 
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singolarità logarìtmiche. Esso si traduce ora cosi : Per ogni superficie F vi è un ceno 
numero p ule che su essa si posson fissare p curve algebricamente distinte (bäse\ per 
modo che ogni altra curva della superficie sia l^ata algebricamente ad esse. Natural- 
mente la base si può variare : servono per formare una base p qualunque curve 
C, , C^ , . . . il cui determinante \nj sia 7^ o. 

Grazie a questo teorema, ad ogni curva algebrka D di F spettano certi p -f- 1 
coefficienti (numeri interi), mediante i quali si esprime il l^ame algebrico di D con 
una base fissata C, , C^j ... j C . Questi p 4~ ^ numeri caratterizzano le proprietà della 
curva in sé (come curva di F), e in relazione colle altre curve della superficie. Cosi 
essi bastano per esprimere il genere ed il grado di D, come pure il numero delle in- 
tersezioni di due curve date di F. 

Ognun vede l'interesse e la generalità di questi risultati, e quanto essi sian pro- 
mettenti anche per l'avvenire della Geometria delle curve tracciate su una dau superfi- 
cie algebrica, e di conseguenza per quella delle curve sghembe algebriche in generale. 

Con essi rimane esteso alle curve di una superficie qualunque quel concetto fon- 
damentale della base, che, per cene classi particolari di superficie, lo stesso Severi 
aveva già dato, ispirandosi alla teoria di Hurwitz delle corrispondenze tra i punti di 
una curva algebrica. E le ricerche sulla totalità delle curve sghembe giacenti su una 
data superficie, svolte nelle Memorie che ebbero il premio Steiner nel 1882, trovano 
qui un'estensione di grande poruta. 

Passiamo ai lavori sull'estensione del teorema d'ÂBEL alle superficie. Si sa che, 
data una curva algebrica di genere />, il teorema d'ÀBEL relativo ai suoi p int^ali di 
i^ specie serve ad esprimere le condizioni perchè due gruppi di n punti siano equiva- 
Icntiy cioè stiano in una stessa serie lineare di grado n. Orbene si abbia invece sulla 
superficie F un sistema continuo 5 di curve algebriche. Condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè 5 sia contenuto totalmente in un sistema lineare è questa : che per o- 
gnuno degli int^ali semplici di i^ specie relativi ad F la somma dei valori che esso 
prende nei punti d'intersezione di due curve di 5 rimanga costante al variare di queste 
curve. In ciò consiste quello che il Severi (Memoria 4) chiama i** teorema d'ABEL per* 
le superficie. Ad esso egli dà anche altre forme, assumendo le due curve nominate in-- 
finitamente vicine fra loro, oppure rendendo costanti le somme degl'int^ali nei punc^ 
in cui una curva variabile di 5 sega una conveniente curva fissa. Nella Memoria 5 st^^ 
bilisce delle proposizioni analoghe, in cui però anzi che un sistema continuo 5 si coc^ 
siderano due sole curve, e si esprime che, sotto certe condizioni, due loro equimultip 
convenienti appartengono ad uno stesso sistema lineare ^). 



0) Alcuni rìsuluti di quelle Memorie 465 vengono ritrovati geometricamente, senza Tuso c=^ 
grintegrali, nella Memoria 8, ove si dimostra pure la seguente proposizione più generale : 

Dato su una superfìcie un sistema continuo di curve algebriche ^ se le curve kA (ove k è 
dato intero positivo) segano su una curva fissa (curva totale di un sistema continuo infinito, che r-^ 
sia un fascio irrazionale) gruppi appartenenti ad una stessa serie lineare, le curve A staranno certame—^ 
in uno stesso sistema lineare. 
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Un'altra sorta di estensione del teorema d*ABEL (Memoria 4) si riferisce invece 
alle involu:^ioni sulla superficie, ossia sistemi algebrici 00* di gruppi di n punti di F, 
tali che ogni punto stia in un sol gruppo. Condizione necessaria e sufficiente affinchè 
un'involuzione di F sia regolare (vale a dire sia regolare la superficie su cui essa si può 
rappresentare biunivocamente) è questa: che se di ogni integrale semplice di i* specie 
relativo ad F si prendono i valori negli n punti di un gruppo, la somma di questi n 
valori rimanga costante al variare del gruppo nell'involuzione. Cod, ad esempio, se F 
è r^olare, ogni involuzione su F sarà pure regolare. — Come conseguenza di quel teo- 
rema, si dimostra poi che : se una superficie contiene un sistema continuo d'involuzioni 
irregolari, queste saranno tutte composte con un medesimo fascio irrazionale di curve. 

Citiamo infine, di nuovo nel campo dei sistemi di curve algebriche giacenti su una 
data superficie, i contributi del SE^ŒRI alla estensione, già fatta prima di lui, del teo- 
rema di RiEMANN-RocH alle superficie. Sulla F sia data una curva C, che può anche 
essere riducibile, di grado e genere virtuali « e tì, e d'indice di specialità i. Posto per 

brevità 

h=p, + n — T: + i—i, 

sia h^o. Allora (Memorie 6 e 8) : 1°) su F esiste un solo sistema algebrico completo 
cui C appartiene come curva totale; 2**) questo sistema algebrico ha dimensione ^fe+/>j 
e si compone di 00^ sistemi lineari non equivalenti di dimensione r^k Uno di questi 
sistemi lineari sarà il sistema lineare completo contenente C Nella Memoria 7 si estende 
la relazione r ^h verificata da questo sistema al caso che C sia una curva virtuale 
(nel qual caso si deve porre r = — i, se no f ^ o), dando cosi il modo di decidere 
aritmeticamente della possibilità di efiettuare la sottrazione di due curve o sistemi di 
curve. 

Da quest'analisi risulta come quelle teorie alle quali mirava il benemerito fondatore 
del premio, ed a cui si riferiva il programma del concorso, abbian fatto, nel periodo 
di tempo prescritto, per opera di Francesco Severi dei progressi essenziali. E però 
la Commissione è unanime nel decidere che a questo valoroso geometra sia conferita 
la Medaglia Cuccia. 

«, , ( M. NOETHER, 

Erlangen ì \ ' 

Paris > febbrajo 1908. La Commissione < H. Poincaré, 

°"°° ^ ( C. Segre, relatore. 
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L'AVENIR DES MATHÉMATIQUES; 
Par M. H. Poincaré (Paris) '). 



Pour prévoir Tavenir des mathématiques, la vraie méthode est d'étudier leur histoire 
et leur état présent. 

N'est-ce pas là, pour nous autres mathématiciens, un procédé en quelque sont 
professionnel ? Nous sommes accoutumés à extrapoler, ce qui est un moyen de dédme 
l'avenir du passé et du présent, et comme nous savons bien ce qu'il vaut, nous oc 
risquons pas de nous faire illusion sur la portée des résultats qu'il nous donne. 

H y a eu autrefois des prophètes de malheur. Ils répétaient volontiers que toas 
les problèmes susceptibles d'être résolus l'avaient été déjà, et qu'après eux il n'y aunk 
plus qu'à glaner. Heureusement l'exemple du passé nous rassure. Bien des fois d^oi 
a cru avoir résolu tous les problèmes, ou tout au moms avoir fait l'inventaire de ce« 
qui comportent une solution. Et puis le sens du mot solution s'est élargi, les problèino 
insolubles sont devenus les plus intéressants de tous et d'autres problèmes se sont poA 
auxquels on n'avait pas songé. Pour les Grecs, une bonne solution était celle qui n'co- 
ploie que la règle et le compas ; ensuite, cela a été celle qu'on obtient par l'extracdoi 
de radicaux, puis celle où ne figurent que des fonctions algébriques ou logarithmiques 
Les pessimistes se trouvaient ainsi toujours débordés, toujours forcés de reculer, t 
sorte qu'à présent je crois bien qu'il n'y en a plus. 

Mon intention n'est donc pas de les combattre puisqu'ils sont morts; noussavo« 
bien que les mathématiques continueront à se développer, mais il s'agit de savoir dm 
quel sens. On me répondra « dans tous les sens» et cela est vrai en partie; maisf 
cela était tout à fait vrai, cela deviendrait un peu effrayant. Nos richesses ne tardcraic< 
pas à devenir encombrantes et leur accumulation produirait un fatras aussi impénétrilfc 
que Tétait pour l'ignorant la vérité inconnue. 

L'historien, le physicien lui même, doivent faire un choix entre les faits ; le off- 
veau du savant, qui n'est qu'un coin de l'univers, ne pourra jamais contenir l'univcs 



') Conférence lue dans la séance générale du lo avril 1908 du IV* Congrès Internatioit' 
DBS Mathématiciens (Rome, 6-11 avril 1908) et publiée précédemment en brochure par les saô» 
aux frais du Cercle MATHÂMATioys de Palerme. — M. Poincaré n'ayant pu lire cette Conftreoce^ 
suite d'une indiqK)sitiop ^ >boux qui a bien voulu se charger d'en donner lecture. 

[Note de la Rè 
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>m enrier; de sorte que, parmi les faits innombrables que la nature nous offre, il en 
qu'on laissera de coté et d'autres qu'on retiendra. Il en est de même, d fortiori, en 
.thématiques; le niathtrmaticienj lui non plus, ne peut conserver pèle mêle tous les 
m qui se présentent à lui ; d'autant plus que ces faits c'est lui, j'allais dire c'est son 
price qui les crée. C'est lui qui construit de toutes pièces une combinaison nouvelle 
en rapprochant les éléments; ce n'est pas en général la nature qui la lui apporte 
lite faiic- 

Sans doute il arrive quelquefois que le mathémaricien aborde un problème pour 
aire à un besoin de la physique; que le physicien ou ringénieur lui demandent 
[de alculer un nombre en vue d'une application. Dira-t-on que, nous autres géomètres^ 
eoïis devons nous borner à attendre les commandes, et, au lieu de cultiver notre 
»d«Dce pour notre plaisir, n^avoir d*autre souci que de nous accommoder au goût de 
la clientèle ? Si les mathématiques n'ont d'autre objet que de venir en aide à ceux qui 
étudient la nature, c'est de ces derniers que nous devons attendre le mot d'ordre. 
Cette façon de voir est -elle légitime ? Certainement non ; si nous n'avions pas cultivé 
les sciences exaaes pour elles-mêmes, nous n'aurions pas créé Tinstrument mathématique, 
et \t jour où serait venu le mot d'ordre du physicien^ nous aurions été désarmés. 

Les physiciens non plus n'attendent pas, pour étudier un phénomène^ que quelque 
ksoin urgent de la vie matérielle leur en ait fait une nécessité, et ils ont bieu raison ; 
a les savants du XVIII'' siècle avaient délaissé Télectricité, parce qu'elle n'aurait été à 
leurs yeux qu^une curiosité sans intérêt pratique, nous n'aurions au XX"" siècle ni té- 
légraphie;, ni électrochimie, ni électrotechnique. Les physiciens, forcés de choisir, ne sont 
donc pas guidés dans leur choix uniquement par l'utilité. Comment donc font-il pour 
choisir entre les faits naturels ? Nous pouvons le dire aisément ; les faits qui les inté- 
Tîsstnt ce sont ceux qui peuvent conduire à la découverte d'une loi ; ce sont donc 
mi qui sont analogues à beaucoup d'autres faits, qui ne nous apparaissent pas comme 
Mhf mais comme étroitement groupés avec d'autres. Le fait isolé frappe tous les yeux, 
ceux du vulgaire comme ceux du savant. Mais ce que le vrai physicien seul sait voir, 
c'est le lien qui unit plusieurs faits dont Tanalogie est profonde, mais cachée. L'anecdote 
Je la pomme de Newton n'est problablement pas vraie, mais eUe est symbolique; 
p4rlons-en donc comme si eOe était vraie. Eh bien, nous devons croire qu'avant Newton 
hen des hommes avaient vu tomber des pommes; aucun n'avait rien su en conclure* 
faits seraient stériles s'il n'y avait des esprits capables de choisir entre eux en 
Toant ceux derrière lesquels il se cache quelque chose et de reconnaître ce qui se 
ichc derrière, des esprits qui sous le fait brut sentiront l'âme du fait. 

En mathématiques nous faisons tout à fait la même chose ; des éléments variés 

3ont nous disposons, nous pouvons faire sortir des millions de combinaisons diffurentes ; 

une de ces combinaisons, tant qu'elle est isolée, est absolument dépourvue de 

r ; nous nous sommes souvent donné beaucoup de peine pour la construire, mais 

ne sert absolument à rien, si ce n'est peut-être à donner un sujet de devoir pour 

'enseignement secondaire. Il en sera tout autrement le jour où cene combinaison prendra 

M^U^ Càft* M^i^. F^rmot t. XXVI (i" sem^ i^). — ' Suaip»to il ; Biaggio 1908. aa 
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place dans une classe de combinaisons analogues et où nous aurons remarqué cette 
analogie; nous ne serons plus en présence d*un fait, mais d'une loL Et, ce jour U,k 
véritable inventeur, ce ne sera pas Touvrier qui aura patiemment édifié quelques-unes 
de ces combinaisons, ce sera celui qui aura mis en évidence leur parenté. Le prenàr 
n*aura vu que le fait brut, l'autre seul aura senti l'âme du fait Souvent, pour aflSnner 
cette parenté, il lui aura suffi d'inventer un mot nouveau, et ce mot aura été créateur; 
l'histoire de la science nous fournirait une foule d'exemples qui vous sont familiers. 

Le célèbre philosophe viennois Mach a dit que le rôle de la Science est de produire 
l'économie de pensée, de même que la machine produit l'économie d'effort, Etcdacsi 
très juste. Le sauvage calcule avec ses doigts ou en assemblant de petits cailloux. Ed 
apprenant aux enfants la table de multiplication, nous leur épargnons pour plus vd 
d'innombrables manœuvres de cailloux. Quelqu'un autrefois a reconnu, avec des cailbu 
ou autrement, que 6 fois 7 font 42 et il a eu l'idée de noter le résultat, et c'est pour 
cela que nous n'avons pas besoin de recommencer. Celui-là n'a pas perdu son tempi 
si même il ne calculait que pour son plaisir; son opération ne lui a pris que deux 
minutes, elle en aurait exigé en tout deux milliards, si un milliard d'hommes avait dt 
la recommencer après lui. 

L'importance d'un fait se mesure donc à son rendement, c'est-à-dire à la quantité 
de pensée qu'elle nous permet d'économiser. 

En physique, les faits à grand rendement sont ceux qui rentrent dans une loi trèi 
générale, parce qu'ils permettent d'en prévoir un très grand nombre d'autres, et il n'ett 
est pas autrement en mathématiques. Je me suis livré à un calcul compliqué et je s 
arrivé péniblement à un résultat ; je ne serai pas payé de ma peine si je ne suis devenn 
par là capable de prévoir les résultats d'autres calculs analogues et de les diriger i coiç 
sûr en évitant les tâtonnements auxquels j'ai dû me résigner la première fois. Je n'aura 
pas perdu mon temps, au contraire, si ces tâtonnements mêmes ont fini par me révtìcr 
l'analogie profonde du problème que je viens de traiter avec une classe beaucoup {As 
étendue d'autres problèmes; s'ils m'en ont montré à la fois les ressemblances et b 
différences, si en un mot ils m'ont fait entrevoir la possibilité d'une généralisation. Ce 
n'est pas alors un résulut nouveau que j'aurai acquis, c'est une force nouvelle. 

Une formule algébrique qui nous donne la solution d'un type de problèmes nfr 
mériques, pourvu que l'on remplace à la fin les lettres par des nombres, est l'exemiik 
simple qui se présente tout d'abord à l'esprit. Grâce à elle un seul calcul algébrique 
nous épargne la peine de recommencer sans cesse de nouveaux calculs numériqi 
Mais ce n'est là qu'un exemple grossier; tout le monde sent qu'il y a des analogia 
qui ne peuvent s'exprimer par une formule et qui sont les plus précieuses. 

Si un résultat nouveau a du prix, c'est quand en reliant des éléments conni 
depuis longtemps, mais jusque-là épars et paraissant étrangers les uns aux autto^ 
introduit subitement l'ordre là où r^nait l'apparence du désordre. Il nous permtt ak 
de voir d'un coup d'oeil chacun de ces éléments et la place qu'il occupe dans l'eiiseml 
Ce fait nouveau non-seulement est précieux par lui-même, mais lui seul donne k 
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valeur i tous les faits anciens qu'il relie. Notre esprit est infirme comme le sont nos 
sens; il se perdrait dans la complexité du oionde si cette complexité n'était harmonieuse, 
il D'en verrait que les détails à la façon d'un myope et il serait forcé d^oublier chacun 
de ces détails avant d'examiner le suivant^ parce qu'il serait incapable de tout embrasser* 
Les scuk faits dignes de notre attention sont ceux qui introduisent de Tordre dans cette 
complexité et la rendent ainsi accessible. 

Les mathémadciens attachent une grande importance à Télégance de leurs méthodes 

et de leurs résultats; ce n'est pas là du pur dilettantisme. Qu'est-ce qui nous donne 

en effet dans une solution, dans une démonstration, le sentiment de l'élégance? C'est 

riurmoaie des diverses parties, leur symétrie, leur heureux balancement; c'est en un 

mot tout ce qui y met de l'ordre, tout ce qui leur donne de T unité, ce qui nous permet 

par conséquent d*y voir clair et d*en comprendre Tensembie en même temps que les 

diuüs. Mais précisément, c'est là aussi ce qui lui donne un grand rendement; en 

dfet, pluÄ nous verrons cet ensemble clairement et d'un seul coup d'oeil, mieux 

uûus apercevrons ses analogies avec d'autres objets voisins, plus par conséquent nous 

aiiom de chances de deviner les généralisations possibles. L'élégance peut provenir du 

sentiment de l'imprévu par la rencontre inattendue d'objets qu'on n'est pas accoutumé 

4 rapprocher; là encore elle est féconde, puisqu'elle nous dévoile ainsi des parentés 

jusque-là méconnues; elle est féconde même quand elle ne résulte que du contraste 

entre la simplicité des moyens et la complexité du problème posé; elle nous fait alors 

^iaéchir à la raison de ce contraste et le plus souvent elle nous fait voir que cette 

tiison n'est pas le hasard et qu'elle se trouve dans quelque loi insoupçonnée. En un 

Hïot le sentiment de l'élégance mathématique n'est autre chose que la satisfaction due 

i je ne sais quelle adaptation entre la solution que Ton vient de décou\TÌr et ks besoins 

4 notre esprit, et c est à cause de cette adaptation même que cette solution peut être 

pour nous un instrument. Cette satisfaction esthétique est par suite Eée à Téconomie 

^ petisèe. C'est ainsi que les cariatides de i'ErechthéioUj par exemple, nous semblent 

^gajites parce qu'elles portent un lourd fardeau avec souplesse et pour ainsi dire allé- 

[grenient et qu'elles nous donnent ainsi le sentiment de l'économie de l'eifort. 

C'est pour la même raison que, quand un calcul un peu long nous a conduits à 

I «Quelque résultat simple et frappant, nous ne sommes pas satisfaits tant que nous n'avons 

tpas montré que nous aurions pu prévoir , sinon ce résultat tout entier, du moins ses 

> traits les plus caractéristiques. Pourquoi ? Qu'est-ce qui nous empêche de nous contenter 

d*yn calcul qui nous a appris, semble- t-il^ tout ce que nous désirions savoir? C'est parce 

[que dans des cas analogues, le long calcul ne pourrait pas resservir^ et qu'il n'en est 

ptt 4e même du raisonnement souvent à demi intuitif qui aurait pu nous permettre 

de prévoir. Ce raisonnement étant court, on en voit d'un seul coup toutes les parties, 

de sorte qu'on aperçoit immédiatement ce qu'il y faut changer pour l'adapter à tous 

te problèmes de même nature qui peuvent se présenter, F' Hp 

phok sî k solution de ces problèmes sera simple, il r 

■^ calcul mérite d'être entrepris. 
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Ce que nous venons de dire suffit pour montrer combien il serait vain de chercher 
à remplacer par un procédé mécanique quelconque la libre initiative du mathèmaddea. 
Pour obtenir un résultat qui ait une valeur réelle, il ne suffit pas de moudre des cakab 
ou d'avoir une machine à mettre les choses en ordre; ce n'est pas seulement l'ordre, 
c'est l'ordre inattendu qui vaut quelque chose. La machine peut mordre sur le fait brut, 
l'âme du fait lui échappera toujours. 

Depuis le milieu du siècle dernier, les mathématiciens sont de plus en plus soudeux 
d'atteindre à l'absolue rigueur; ils ont bien raison et cette tendance s'accentuera de 
plus en plus. En mathématiques la rigueur n'est pas tout, mais sans die il n'y a rien; 
une démonstration qui n'est pas rigoureuse, c'est le néant. Je crois que personne ne 
contestera cette vérité. Mais si on la prenait trop à la lettre, on serait amené i condure 
qu'avant 1820, par exemple, il n'y avait pas de mathématiques; ce serait maoifestemeot 
excessif; les géomètres de ce temps sous-entendaient volontiers ce que nous expliquom 
par de prolixes discours; cela ne veut pas dire qu'ils ne le voyaient pas du tout; vm 
ils passaient là-dessus trop rapidement, et pour le bien voir, il aurait fallu qu'ik prissent 
la peine de le dire. 

Seulement est-il toujours nécessaire de le dire tant de fois; ceux qui les preo» 
se sont préoccupés avant tout de la rigueur nous ont donné des raisonnements que noot 
pouvons essayer d'imiter; mais si les démonstrations de l'avenir doivent être bâties sor 
ce modèle, les traités de mathématiques vont devenir bien longs; et si je crains ki 
longueurs, ce n'est pas seulement parce que je redoute l'encombrement des bibliothèqoa^ 
mais parce que je crains qu'en s'allongeant, nos démonstrations perdent cette zppuaxt 
d'harmonie dont j'ai expliqué tout à l'heure le rôle utile. 

C'est à l'économie de pensée que l'on doit viser, ce n'est donc pas assez de don- 
ner des modèles à imiter. U faut qu'on puisse après nous se passer de ces modtieset 
au lieu de répéter un raisonnement déjà fait, le résumer en quelques lignes. Et c'est à 
quoi l'on a déjà réussi quelquefois; par exemple il y avait tout un type de raisonno- 
ments qui se ressemblaient tous et qu'on retrouvait partout; ils étaient parfaiteoMnC 
rigoureux, mais ils étaient longs. Un jour on a imaginé le mot d'uniformité de 1» 
convergence et ce mot seul les a rendus inutiles; on n'a plus eu besoin de les rèpéur 
puisqu'on pouvait les sous-entendre. Les coupeurs de difficultés en quatre peuvent donc 
nous rendre un double service; c'est d'abord de nous apprendre à faire ccunnie eu 
besoin, mais c'est surtout de nous permettre le plus souvent possible de ne pas 
comme eux, sans pourtant rien sacrifier de la rigueur. 

Nous venons de voir par un exemple quelle est l'importance des moi 
matiques, mais j'en pourrais citer beaucoup d'autres. On ne saurait croire 
mot bien choisi peut économiser de pensée, comme disait Mach« Je 
pas déjà dit quelque part que la mathématique est l'art de donner 1| 
choses différentes. Il faut s'entendre. U convient que ces choie% 
tière, soient semblables par la forme, qu'elles puissent pour 
même moule. Quand le langage a été bien choisi, on est tout,! 
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îs démonstrations, faites pour un objet connu, s'appliquent immédiatement à beaucoup 
['objets nouveaux, on n'a rien à y changer, pas même les mots, puisque les noms sont 
levenus les mêmes. 

n y a un exemple qui se présente tout d'abord à l'esprit, ce sont les quaternions, 
5ur lesquels je n'ai pas à insister. Un mot bien choisi suffit le plus souvent pour faire 
disparaître les exceptions que comportaient les règles énoncées dans l'ancien langage; 
c'est pour cela qu'on a imaginé les quantités négatives, les quantités imaginaires, les 
points à l'infini, que sais-je encore? Et les exceptions, ne l'oublions pas, sont perni- 
cieuses, parce qu'elles cachent les lois. 

Eh bien, c'est l'un des caractères auxquels on reconnaît les faits à grand rendement, 
a sont ceux qui permettent ces heureuses innovations de langage. Le fait brut est alors 
quelquefois sans grand intérêt, on a pu le signaler bien des fois sans avoir rendu grand 
service à la science; il ne prend de valeur que le jour où un penseur mieux avisé aper- 
çoit le rapprochement qu'il met en évidence et le symbolise par un mot. 

Les physiciens d'ailleurs agissent absolument de même; ils ont inventé le mot d'é- 
nergie, et ce mot a été prodigieusement fécond, parce que lui aussi créait la loi en éli- 
nùnant les exceptions, parce qu'il donnait le même nom à des choses différentes par 
la matière et semblables par la forme. 

Parmi les mots qui ont exercé la plus heureuse influence, je signalerai ceux de 
groupe et d'invariant. Ils nous ont fait apercevoir l'essence de bien des raisonnements 
mathématiques; ils nous ont montré dans combien de cas les anciens mathématiciens 
considéraient des groupes sans le savoir, et comment se croyant bien éloignés les uns 
des autres, ils se trouvaient tout à coup rapprochés sans comprendre pourquoi. 

Nous dirions aujourd'hui qu'ils avaient envisagé des groupes isomorphes. Nous 
savons maintenant que dans un groupe la matière nous intéresse peu, que c'est la forme 
seule qui importe et que quand on connaît bien un groupe, on connaît par cela même 
tous les groupes isomorphes; et grâce à ces mots de groupes et d'isomorphisme qui 
ifeument en quelques syllabes cette règle subtile et la rendent promptement familière 
i tous les esprits, le passage est immédiat et peut se faire en économisant tout effort 
de pensée. L'idée de groupe se rattache d'ailleurs à celle de transformation; pourquoi 
«tach^t-on tant de prix à l'invention d'une transformation nouvelle? parce que d'un 
«cul théorème elle nous permet d'en tirer dix ou vingt; elle a la même valeur qu'un 
2^0 ajouté à la droite d'un nombre entier. 

Voilà ce qui a déterminé jusqu'ici le sens du mouvement de la science mathéma- 
^ue, et c'est aussi bien certainement ce qui le déterminera dans l'avenir. Mais la 
tttture des problèmes qui se posent y contribue également. Nous ne pouvons oublier 
fiel doit être notre but; selon moi ce but est double; notre science confine à la fois 
i la philosophie et à la physique, et c'est pour nos deux voisines que nous travaillons; 
^Qssi nous avons toujours vu et nous verrons encore les mathématiciens marcher dans 
<leiiz directions opposées. 

D'une part, la science mathématique doit réfléchir sur elle-même et cela est utile. 
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parce que réfléchir sur elle-même, c'est réfléchir sur Tesprit humain qui Ta créée, f aa- 
tant plus que c'est celle de ses créations pour laquelle il a fait le moins d'emprunts au 
dehors. C'est pourquoi certaines spéculations mathématiques sont utiles, comme celles qd 
visent l'étude des postulats, des geometries inaccoutumées, des fonctions i allures itran- 
ges. Plus ces spéculations s'écarteront des conceptions les plus communes, et par eoo* 
sequent de la nature et des applications, mieux elles nous montreront ce que l'eqnk 
humain peut faire, quand il se soustrait de plus en plus à la tyrannie du monde eitè- 
rieur, mieux par conséquent elles nous le feront connaitre en lui-même. 

Mais c'est du côté opposé, du côté de la nature, qu'il faut diriger le gros de notre 
armée. 

Là nous rencontrons le physicien ou l'ingénieur qui nous disent : a Pourri» 
vous m'intégrer telle équation diflérentielle, j'en aurais besoin d'id à huit jours en m 
de telle construction qui doit être terminée pour telle date ». a Cette équation, répondoos* 
nous, ne rentre pas dans l'un des types intégrables, vous savez qu'il n'y en a pas beui- 
coup». <c Oui, je le sais, mais alors à quoi servez-vous? ». Le plus souvent, Usuffint 
de s'entendre; l'ingénieur, en réalité, n'a pas besoin de l'intégrale en termes finis; 1 
a besoin de connaitre l'allure générale de la fonction intégrale, ou simplement il vou- 
drait un certain chiflre qui se déduirait facilement de cette intégrale si on la connaissait 
Ordinairement on ne la connaît pas, mais on pourrait calculer ce chifiBre sans elle, si 
on savait au juste de quel chiare l'ingénieur a besoin et avec quelle approximatioo. 

Autrefois on ne considérait une équation comme résolue que quand on en avak 
exprimé la solution à l'aide d'un nombre fini de fonctions connues; mais cela n'est 
possible qu'une fois sur cent à peine. Ce que nous pouvons toujours faire, ou pliudt 
ce que nous devons toujours chercher à faire, c'est de résoudre le problème qudika- 
vement pour ainsi dire, c'est-à-dire de chercher à connaitre la fonne générale de la 
courbe qui représente la fonction inconnue. 

U reste ensuite à trouver la solution quantitative du problème; mais si l'inconnoe 
ne peut être déterminée par un calcul fini, on peut la représenter toujours par utf 
série infinie convergente qui permet de la calculer. Cela peut-il être riarde comme m 
vraie solution ? On raconte que Newton communiqua à Leibnitz, un anagramme i 
peu près comme ceci: aaaaabbbeeceii^ etc. Leibnffz, naturellement n'y comprit lia 
du tout; mais nous qui avons la clef, nous savons que cet anagramme veut diic^ 
en le traduisant dans le langage moderne : Je sais intégrer toutes les équations différen- 
tielles, et nous sommes amenés à nous dire que Newton avait bien de la chance oa 
qu'il se faisait de singulières illusions. U voulait dire tout simplement qu'il pouvait £or- 
mer (par la méthode des coefiScients indéterminés) une série de puissances saosfaisaot 
formellement à l'équation proposée. 

Une semblable solution aujourd'hui ne nous satisferait plus, et cela pour deux 
raisons; parce que la convergence est trop lente, et parce que les termes se succèdent 
sans obéir à aucune loi. Au contraire, la série H nous parait ne rien laisser à désirer, 
d'abord parce qu'elle converge très vite (cela, c'est pour le praticien qui désire avoir son 
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tnbre le plus promptement possible) et ensuite parce que nous apercevons d'un coup 
pi la loi des termes (cela, c'est pour satisfaire les besoins esthétiques du théoricien). 
Mais alors il n'y a plus des problèmes résolus et d'autres qui ne le sont pas; il 
î seulement des problèmes plus ou moins résolus, selon qu'ils le sont p:îr une série 
f convergence plus ou moins rapide, ou régie par une loi plus ou moins harmonieuse. 
irrive toutefois qu*une solution imparfaite nous achemine vers une solution meiUeure. 
I^uefois la série est de convergence si lente que le calcul est impraticable et qu'on 
a réussi qu*à démontrer la possibilité du problème. 

Et alors Tingénieur trouve cela dérisoire, et il a raison, puisque cela ne Taidera 
jtl i terminer sa construction pour la date fixée. Il se préoccupe peu de savoir si 
la sera utile aux ingénieurs du XXIT siècle; nous, nous pensons autrement et nous 
mmes quelquefois plus heureux d'avoir économisé un jour de travail à nos petits fils 
[l'une heure à nos contemporains. 

Quelquefois en tâtonnaotj empiriquement pour ainsi dire, nous arrivons à une for- 
pie sulHsammetit convergente* Que voulez-vous de plus, nous dit l'ingénieur ; et nous, 
falgré tout, nous ne sommes pas satisfaits; nous aurions voulu prévoir cette conver- 
picc. Pourquoi ? parce que si nous avions su la prévoir une fois, nous saurions la 
(revoir une autre fois. Nous avons réussi, c'est peu de chose à nos yeux si nous 
favons sérieusement l'espoir de recommencer. 

A mesure que la science se développe, il devient plus difficile de Pembrasser tout 
ière; alors on cherche à la couper en morceaux, à se contenter de l'un de ces mor- 
iiix: en un mot, i se spécialiser. Si l'on continuait dans ce sens, ce serait un obstacle 
m% aux progrès de la Science, Nous l'avons dit, c'est par des rapprochements 
ndus entre ses diverses parties que ses progrès peuvent se faire* Trop se specia- 
ler, ce serait s'interdire ces rapprochements. Espérons que des Congrès comme celui-ci, 
I nous mettant en rapports les uns avec les autres, nous ouvriront des vues sur le 
amp du voisin, nous obligeront à le comparer au nôtre, à sortir un peu de notre 
Éît village^ et seront ainsi le meilleur remède au danger que je viens de signaler. 
Mats Je me suis trop attardé à des généralités, il est temps d'entrer dans le détail. 
Passons en revue les diverses sciences particulières dont l'ensemble forme les nia- 
bnanques; voyons ce que chacune d'eUes a fait, où elle tend et ce qu'on peut en 
lèrer. Si les vues qui précèdent sont justes, nous devons voir que les grands progrès 
passé se sont produits lorsque deux de ces sciences se sont rapprochées, lorsqu'on 
^ris conscience de la similitude de leur forme, malgré la dissemblance de leur ma- 
ire, lorsqu'elles se sont modelées l'une sur Tautre, de telle façon que chacune d'elles 
fisse profiter des conquêtes de l'autre* Nous devons en môme temps entrevoir, dans 
I rapprochements du même genre, les progrès de Tavenir. 



L'arithmétique, 

Les progrès de l'arithmétique ont été plus lents que ceux 
lyse, et il est aisé de comprendre pourquoi. Le sentiment ^ 
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guide précieux qui fait défaut à Tarithméticien ; chaque nombre entier est séparé des 
autres, il a pour ainsi dire son individualité propre; chacun d'eux est une sorte d'à- 
ception et c'est pourquoi les théorèmes généraux seront plus rares dans la théorie des 
nombres, c'est pourquoi aussi ceux qui existent seront plus cachés et échapperont [dus 
longtemps aux chercheurs. 

Si l'arithmétique est en retard sur l'algèbre et sur l'analyse, ce qu'dle a de mieux 
à faire c'est de chercher à se modeler sur ces sciences afin de profiter de leur avance. 
L'arithméticien doit donc prendre pour guide les analogies avec l'algèbre. Ces analogies 
sont nombreuses et si, dans bien des cas, elles n'ont pas encore été étudiées d'assa 
près pour devenir utilisables, elles sont au moins pressenties depuis longtemps et le 
langage même des deux sciences montre qu'on les a aperçues. C'est ainsi qu'on parle de 
nombres transcendants, et qu'on se rend compte ainsi que la classification future de ces 
nombres a déjà pour image la classification des fonctions transcendantes, et cependant 
on ne voit pas encore très bien comment on pourra passer d'une classification à l'autre; 
mais si on l'avait vu, cela serait déjà fait, et ce ne serait plus l'œuvre de Tavenir. 

Le premier exemple qui me vient à l'esprit est la théorie des congruences, où Ton 
trouve un pj^rallélisme parfait avec celle des équations algébriques. Certainement on ar- 
rivera à compléter ce parallélisme, qui doit subsister par exemple entre la théorie des 
courbes algébriques et celle des congruences à deux variables. Et quand les problèmes 
relatifs aux congruences à plusieurs variables seront résolus, ce sera un premier pas 
vers la solution de beaucoup de questions d'analyse indéterminée. 

Un autre exemple, où l'analogie toutefois n'a été aperçue qu'après coup, nous est 
fourni par la théorie des corps et des idéaux. Pour en avoir la contre partie, considé- 
rons les courbes tracées sur une surface; aux nombres existants correspondront b 
intersections complètes, aux idéaux les intersections incomplètes, aux idéaux prcmien 
les courbes indécomposables ; les diverses classes d'idéaux ont aussi leurs analogues. 

Nul doute que cette analogie ne puisse éclairer la théorie des idéaux, oucdlcto 
surfaces, ou peut-être toutes deux à la fois. 

La théorie des formes, et en particulier celle des formes quadratiques, est intiln^ 
ment liée à celle des idéaux. Si parmi les théories arithmétiques elle a été l'une (b 
premières à prendre figure, c'est quand on est parvenu à y introduire l'unité par k 
considération des groupes de transformations linéaires. 

Ces transformations ont permis la classification et par conséquent l'intrododioDè 
l'ordre. Peut être en a-t-on tiré tout le fruit qu'on en pouvait espérer; nuds rie» 
transformations linéaires sont les parentes des perspectives en géométrie, la gjboaU^> 
analytique nous fournit bien d'autres transformations (comme par exemple les 
mations birationnelles d'une courbe algébrique) dont on aura avantage 1 chercher 
analogues arithmétiques. Celles-ci formeront sans aucun doute des groupes disotiai 
dont on devra d'abord étudier le domaine fondamental qui sera la def de tout 1 
cette étude, je ne doute pas que l'on n'ait à se servir de la Geamehru àtr Ziàik 
Minkowski. 
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Une idée dont on n'a pas encore tiré tout ce qu'elle contient, c'est l'introduction 
des variables continues dans la théorie des nombres par Hermite. On sait maintenant 
ce qu'elle signifie. Prenons pour point de départ deux formes F et F', la seconde 
quadratique définie, et appliquons-leur une même transformation; si la forme F' trans- 
formée est réduite, on dira que la transformation est réduite, et aussi que la forme 
JF transformée est réduite. Il en résulte que si la forme F peut se transformer en elle- 
même, elle pourra avoir plusieurs réduites; mais cet inconvénient est essentiel et ne 
peut être évité par aucun détour; il n'empêche pas d'ailleurs que ces réduites ne per- 
mettent la classification des formes. Il est clair que cette idée, qui n'a été jusqu'ici ap- 
pliquée qu'à des formes et à des transformations très particulières, peut être étendue 
i des groupes de transformations non linéaires, car elle a une portée beaucoup plus 
grande et n'a pas été épuisée. 

Un domaine arithmétique où l'unité semble faire absolument défaut, c'est la théorie 
des nombres premiers; on n'a trouvé que des lois asjrmptotiques et on n'en doit pas 
espérer d'autres; mais ces lois sont isolées et on n'y peut parvenir que par des chemins 
difierents qui ne semblent pas pouvoir communiquer entre eux. Je crois entrevoir d'où 
sortira l'unité souhaitée, mais je ne l'entrevois que bien vaguement; tout se ramènera 
sans doute à l'étude d'une famille de fonctions transcendantes qui permettront, par 
l'étude de leurs points singuliers et l'application de la méthode de M. Darboux '), de 
calculer asymptotiquement certaines fonctions de très grands nombres. 

L'algèbre. 

La théorie des équations algébriques retiendra encore longtemps l'attention des géo- 
mètres; les côtés par où on peut l'aborder sont nombreux et divers; le plus important 
est certabement la théorie des groupes sur laquelle nous reviendrons. Mais il y a aussi 
la question du calcul numérique des racines et celle de la discussion du nombre des 
racines réelles. Laguerre a montré que tout n'était pas dit sur ce point avec Sturm. 
U y a Heu d'étudier un système d'invariants ne changeant pas de signe quand le 
nombre des racines réelles reste le même. On peut aussi former des séries de puis- 
sances représentant des fonctions qui admettront pour points singiüiers les diverses 
ndnes d'une équation algébrique (par exemple des fonctions rationnelles dont le dé- 
Dominateur est le premier membre de cette équation); les coefficients des termes d'ordre 
^i nous fourniront l'une des racines avec une approximation plus ou moins grande; 
2 y a là le germe d'un procédé de calcul numérique dont on pourra faire une étude 
systématique. 

n y a ime quarantaine d'années, c'était l'étude des invariants des formes algébriques 
<|ui semblait absorber l'algèbre entière; elle est aujourd'hui délaissée; la matière cepen- 
4mt n*cst pas épuisée; seulement il faut l'étendre, en ne se bornant plus par exemple 



*) Cette phrase en italique a été supprimée à la lecture par M. Darboux. 

[Note de la Redaction]. 

Giri. àùHêm, PûUrwto, t. XXVI («<> sem. 1908). — StampAto il 5 maggio 1908. ai 
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aux invariants relatifs aux transformations linéaires, mais en abordant ceux qui se rap- 
portent à un groupe quelconque. Les théorèmes anciennement acquis nous en sugg^ 
reront ainsi d'autres plus généraux qui viendront se grouper autour d'eux, de même 
qu'un cristal se nourrit dans une solution. Et quant à ce théorème de GoRDANquek 
nombre des invariants distincts est limité, et dont Hilbert a si heureusement simplifié 
la démonstration, il me semble qu'il nous conduit à nous poser une question beaucoup 
plus générale: si on a une infinité de polynômes entiers, dépendant algèbriquemem 
d'un nombre fini d'entre eux, peut-on toujours les déduire par addition et multiplicanon 
d'un nombre fini d'entre eux ? 

Il ne faut pas croire que l'algèbre soit terminée parce qu'elle nous fournit des règb 
pour former toutes les combinaisons possibles; il reste à chercher les combinaisons 
intéressantes, celles qui satisfont à telle ou telle condition. Ainsi se constituera une sone 
d'analyse indéterminée où les inconnues ne seront plus des nombres entiers, mais des 
polynômes. C'est alors cette fois l'algèbre qui prendra modèle sur l'arithmétique, ease 
guidant sur l'analogie du nombre entier, soit avec le polynôme entier à coeffideots 
quelconques, soit avec le polynôme entier i coefikients entiers. 

Les équations différentielles. 

On a déjà beaucoup fait pour les équations différentielles linéaires et il ne restt 
qu'à parfaire ce qui est commencé. Mais en ce qui concerne les équations difièrentìdks 
non linéaires, on est beaucoup moins avancé. L'espoir d'une intégration à l'aide des 
fonctions connues est perdu depuis longtemps; il faut donc étudier pour elles-mêmes 
les fonctions définies par ces équations différentielles et d'abord tenter une Classification 
systématique de ces fonctions; l'étude du mode de croissance dans le voisinage des 
points singuliers fournira sans doute les premiers éléments de cette classification, mais 
nous ne serons satisfaits que quand on aura trouvé un certain groupe de transformadoos 
(par exemple de transformations de Cremona) qui jouera par rapport aux équatioat 
différentielles le même rôle que le groupe des transformations birationnelles pour les 
courbes algébriques. Nous pourrons alors ranger dans une même classe toutes les 
transformées d'une même équation. Nous aurons encore pour guide l'analogie avec one 
théorie déjà faite, celle des transformations birationnelles et du genre d'une coariie 
algébrique. 

On peut se proposer de ramener l'étude de ces fonctions à celle des fonctioDi 
uniformes, et cela de deux manières : on sait que si y =f(x), on peut, qudle que iak 
la fonction /(x), exprimer ^ et x par les fonctions uniformes d'une variable aoxiliaiie 
/; mais si /(x) est la solution d'une équation différentielle, dans quel cas lesfoncdoai 
uniformes auxiliaires satisferont-elles elles-mêmes à des équations différentidles? Nooiie 
le savons pas ; nous ne savons pas non plus dans quels cas l'intégrale générale peut le 
mettre sous la forme F(x, y) = constante arbitraire, F(x, y) étant umforme. 

j'insisterai sur la discussion qualitative des courbes définies par une équadon ëS 



ideile. Dans le cas le plus simple, celui où Téquarion est du i^^ ordre et du i" degré, 

r^Ätte discussion se ramène à la détermination du nombre des cycles limites. Elle est 

très délicate et ce qui peut nous la faciliter^ c'est l'analogie avec la recherche du nombre 

îes racines réelles d'une équation algébrique; quand un fait quelconque pourra mettre 

èi^dencc la nature de cette analogicj nous serons certains d*avance qu'il sera fécond. 

Les équatîoas aux dérivées partielles. 

Notre connaissance des équations ans dérivées partielles a fait récemment un pro- 
grès considérable par suite des découvertes de M. Fredholm, Or si Pon examine de 
près l'esseoce de ces découvertes, on voit qu'elles ont consisté à modeler cette théorie 
difficile sur une autre beaucoup plus simple^ celle des déterminants et des systèmes d'é- 
quations du i" degré. Dans la plupart des problèmes de physique mathématique, les 
équations à intégrer sont linéaires; elles servent à déterminer des fonctions inconnues 
de plusieurs variables et ces fonctions sont contmues. Pourquoi ? parce que nous avons 
àrit les équations en regardant la matière comme continue* Mais la matière n'est pas 
cûDtinue, elle est formée d'atomes, et si nous avions voulu écrire les équations comme 
l'am-ait fait un observateur de vue assez perçante pour voir les atomes, nous n'aurions 
pas eu un petit nombre d'équations différentielles servant à déterminer CQîtûines foncHons 
inconnues, nous aurions eu un grand nombre d'équations algébriques servant à déter- 
miner un grand nombre de Constantes inconnues. Et ces équations algébriques auraient 
été linéaires^ de sorte qu'on aurait pu, avec une patience infinie^ leur appliquer directe- 
ment la méthode des déterminants. 

Mais comme la brièveté de notre vie ne nous permet pas le luxe d'une patience 
infinie, U faut procéder autrement^ il faut passer à la limite en supposant la matière 
comiûuc. D y a deux manières de généraliser la théorie des équations du i" degréj 
en passant i la limite. On peut considérer une infinité d'équations discrètes, avec une 
iofitiité, également discrète, d'inconnues. C'est par exemple ce qu'a fait Hill dans sa 
teorie de la Lune- On a alors des déterminancs infinis qui sont aux déterminants 
ordinaires ce que les séries sont aux sommes finies. 

On peut prendre une équation aux dérivées partielles, représentant pour ainsi dire 

ime infinité continue d'équations, et s'en servir pour déterminer une fonaion inconnue, 

I i^iréseQtant une infinité contmue d'inconnues. On a alors d*autres déterminants infinis, 

I qui sont aux déterminants ordinaires ce que les intégrales sont aux sommes finies. C'est 

lice qu'a fait Fredholm; son succès provient d'ailleurs du fait suivant: si dans un 

déterminant les éléments de la diagonale principale sont égaux à i, et que les autres 

tiémenis soient considérés comme homogènes de i*^ ordre, on peut ordonner le develop 

fjonöit du déterminant en réunissant en un seul groupe l'ensemble des termes homogènes 

de même degré. Le déterminant infini de Fredholm se prétait à cette façon d'ordonner 

[^ iJ est arrivé que l'on obtenait ainsi une série convergente. 

Cene analogie^ qui a certainement guidé Fredholm, a-t*elle ainsi donné tout œ 
l^'dle doit donner ? Certainement non ; si le succès vient de la forme linéaire des èqua- 
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dons, on doit pouvoir appliquer des idées du même genre à tous les problèmes rebti£s 
à des équations de forme linéaire, et même aux équations différentielles ordinaires, 
puisque leur intégration peut toujours se ramener à celle d'une équation linéaire aux 
dérivées partielles du i*' ordre. 

On a abordé il y a quelque temps le problème de Dirichlet et les autres pro- 
blèmes connexes par un autre moyen, en revenant à Tidée primitive de Dirichlet et 
en cherchant le minimum d'une intégrale définie, mais cette fois par des procédés ri- 
goureux. Je ne doute pas qu'on n'arrive sans grande difficulté à rapprocher les deux 
méthodes l'une de l'autre, à se rendre compte de leurs rapports mutuels, et je ne dou» 
pas non plus que l'une et l'autre n'ait beaucoup à y gagner. Grâce à M. Hilbert qd 
a été doublement initiateur, on marche dans cette voie. 

Les fimctlons abéliennes. 

On sait quelle est la principale question qu'il nous reste à résoudre en ce qui 
concerne les fonctions abéliennes. Les fonctions abéliennes engendrées par les intégrales 
relatives à une courbe algébrique ne sont pas les plus générales; elles ne sont qu'un 
cas particulier, et c'est ce qu'on peut appeler les fonctions abéliennes spéciales. Quek 
sont leurs rapports avec les fonctions générales et comment peut-on classer ces der- 
nières? Il y a peu de temps encore la solution semblait bien lointaine. Je considère 
aujourd'hui le problème comme vinuellement résolu, depuis que MM. Castelnuovo 
et Enriques ont publié leur récent mémoire sur les intégrales de difièrentielles tocaks 
des variétés à plus de deux dimensions. Nous savons maintenant qu'il y a des fonctÎQOS 
abéliennes attachées à une courbe et d'autres à une surface, et qu'il ne sera jamais né- 
cessaire de s'élever jusqu'aux variétés de plus de deux dimensions. En combinant cens 
donnée avec celles qui résultent des travaux de M. Wirtinger, on viendra sans dou« 
à bout de toutes les difficultés. 

Théorie des fonctions. 

C'est surtout des fonctions de deux et de plusieurs variables que je voudrais parkr. 
L'analogie avec les fonctions d'une seule variable est un guide précieux, mais insuffisant; 
il y a entre les deux sortes de fonctions une différence essentielle, et toutes ks fis 
qu'on tente une généralisation en passant des unes aux autres, on rencontre un obstadb 
inattendu dont on a parfois triomphé par des artifices spéciaux, mais qui souvent s 
est demeuré jusqu'ici infranchissable. Nous devons donc rechercher les faits qui a 
de nature à nous éclairer sur l'essence de cette différence entre les fonctions d'uoe ^ 
riable et celles qui en contiennent plusieurs. U faudra d'abord regarder de prts ks wB 
fices qui ont réussi dans certains cas particuliers, afin de voir ce qu'ib peuvent JP 
de commun. Pourquoi la représentation conforme est-elle le plus souvent impcwWr i 
un domaine à quatre dimensions et que faut-il mettre à la place? La 
lisation des fonctions à une variable, n'est elle pas dans les foncda 
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variables dont les parries réelles des fonctions de deux variables ne sont que des 
as particuliers? Pourra-t-on tirer parti pour ['étude des fonctions transcendantes i plu- 
kurs variables de ce qu'on sait des fonctions algébriques ou ratioonellesj ou^ eu d'autres 
ermes, dans quel sens peut-on dire que les fonctions transcendantes à deux variables 
ïont aux fonctions transcendantes à une variable ce que les fonctions racioonelles à 

tix variables sont aux fonctions rationnelles k une variable? 
Est-il vrai que si ^ ^ f{x^ y^^ on peut, quelle que soie la fonction /, exprimer i 
fois X, y^ i en fonctions uniformes de deux variables auxiliaires, ou, pour employer 
e expression qui commence à être consacrée par l'usage, peut-on uniformiser les 
fonctions de deux variables, comme on uniformise les fonctions d'une variable ? Je me 
proe i poser la question, dont uo avenir prochain nous donnera peut-être la solution. 

Théorie des groupes. 

La théorie des groupes est un sujet étendu sur lequel il y aurait beaucoup à dire» 
H y a bien des sortes de groupes, et quelle que soit la classification adoptée^ on 
trouve toujours de nouveaux qui n'y rentrent pas. Je veux me borner et je ne 
arierai ici que des groupes continus de Lie et des groupes discontinus de Galois, 
t Ton a coutume de qualifier, les uns et les autres, de groupes d'ordre finij quoique 
mot n'ait pas tout à fait le même sens pour les uns et pour les autres. 

Dans la théorie des groupes de Lie, on est guidé par une analogie spéciale; une 
finsformarion finie est le résultat de la combinaison d'une infinité de transformations 
ttiimtésiniales. Le cas le plus simple est celui où ces transformations infinitésimales se 
Muiseot à une multiplication par i 4" ^^ ^ étant très petit. La répétition de ces trans- 
tinatìons engendre alors la fonction exponentielle; c'est comme cela que Neper y 
arrivé» Nous savons que la fonction exponentielle peut être représentée par une série 
simple et très convergente^ et l'analogie peut alors nous montrer la voie à suivre, 
analogie peut d'dlleurs être exprimée par un symbolisme spécial, sur lequel vous 
i'excuserez de ne pas insister ici* On est déjà très avancé grâce A Lie^ Kilung et 
IITAK ; il ne reste plus qu^à simplifier les démonstradons, coordonner et classifier les 
sultats« 

L'étude des groupes de Galois est beaucoup moins avancée; et cela s'explique; 
pour la même raison que rarithmétiquc est moins avancée que l'analyse, car la conti- 
lité a donné de grandes facilités dont on a su profiter. Mais heureusement U y a entre 
\ deux théories un parallélisme manifeste et on devra s'efforcer de le mettre de mieux 
. mieux en évidence, L'anaJogie est tout à fait pareille à celle que nous avons signalée 
itre l'arithmétique et l'algèbre et on en pourra tirer le même parti* 
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briques oa aiulynques exprimés dans un autre langage. On poorraxt donc croire qa'am 
la revue que nous venons de passer, il ne nous restera pins rien i dire qui se rappooe 
spécialement à la géométrie. Ce serait méconnaître rimportance m^m^ d'un bi wy 
bien fait, ne pas comprendre ce qu'ajoute aox choses dles-oiCnies h êiçdq d'c^rioff 
ces choses et par conséquent de les groaper. 

D'abord les considérations géométriques nous amènent i doos poser denonvoB 
problèmes; ce sont bien, si l'on veut, des problèmes analytiques, mais que no« le 
nous serions jamais posés i propos d'analyse. L'analyse en profite ^--p^THa m rtwmm 
eOe profite de ceox qu'elle est obligée de résoudre pour satisÊdre aux besoins deh 
Physque. 

Un grand avantage de la géométrie, c'est précisément que ks sens y peuvent vos 
au secours de l'intelligence, et aident i deviner la route à suivre, et bkn des cspcii 
préfèrent ramener les problèmes d'analyse à b forme géométrique. Malheureusemcflt 
nos sens ne peuvent nous mener bien loin, et ils nous faussent conqngnie dès oie 
nous voulons nous envokr en dehors des trob dimensions classiques. Est<e i dire qot^ 
sortis de ce domaine restreint où ils semblent vouloir nous enfermer, nous ne devons 
plus compter que sur l'analyse pure et que toute géométrie à plus de trois ^mw>ncîniif 
est vaine et sans objet ? Dans la génération qui nous a précédés, les plus grands maitrs 
auraient répondu « oui »; nous sommes aujourd'hui tellement familiarisés avec cette nodoa 
que nous pouvons en parler, même dans un cours d'université, sans provoquer trap 
d'étonnement. 

Mais i quoi peut-elle servir? H est aisé de le voir: eDe nous donne d'abord un 
langage très commode, qui exprime en termes très concis ce que le langage analytique 
ordinaire dirait en phrases prolixes. De plus, ce langage nous fait nommer du même 
nom ce qui se ressemble et aflSrme des analogies qu'il ne nous permet plus d'oubikr. 
n nous permet donc encore de nous diriger dans cet espace qui est trop grand pour 
nous et que nous ne pouvons voir, en nous rappebnt sans cesse l'espace visible qd 
n'en est qu'une image imparfaite sans doute, mais qui en est encore une image. Id 
encore, comme dans tous les exemples précédents, c'est l'analogie avec ce qui est smi{de 
qui nous permet de comprendre ce qui est complexe. 

Cette géométrie i plus de trois dimensions n'est pas une simple géométrie analy- 
tique, die n'est pas purement quantiutive, elle est aussi qualitative et c'est par li surtout 
qu'elle devient intéressante. L'importance de V Analysis Situs est énorme et je ne saaraii 
trop y insister; le parti qu'en a tiré Rœmakn, l'un de ses principaux créateurs, suffi- 
rait à le démontrer. Il faut qu'on arrive à la construire complètement dans les espaces 
supérieurs; on aura alors im instrument qui permettra réellement de voir dans l'hyper- 
espace et de suppléer i nos sens. 

Les problèmes de V Analysis Situs ne se seraient peut être pas posés si on n'avait 
parlé que le langage analytique; ou plutôt, je me trompe, ils se seraient posés certai- 
nement, puisque leur solution est nécessaire i une foule de questions d'analyse; mais 
ib se seraient posés isolément^ ks uns après ks autres, et sans qu'on puisse apercevoir 
**of lien oommiiiL» 
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I Ce qaì a surtout contribué aux récents progrès de la géométriej c'est rintroduction 
B notion de transformations et de groupes. C'est grâce à elle que la géométrie n'est 
l un assemblage de théorèmes plus ou moins curieux qui se succèdent et ne se rés- 
ilient pas, mais qu'elle a conquis une unité. Et d'un autre côté, rhistoire des sciences 
îoit pas oublier que c'est i propos de géométrie que fon a commencé à étudier 
Émariquement les transformations continues, de sorte que les géomètres pures ont 
pibuè pour leur part an développement de l'idée de groupe, si utile aux autres bran- 
i des mathématiques, 

I Uétude des groupes de points sur une courbe algébriquej i la façon de Brill et 
trniËRf nous donnera encore des résultats utiles, soit directement, soit en servant de 
ièle à d'autres théories analogues. C'est ainst que nous voyons se développer tout 
chapitre de la géométrie, où les courbes tracées sur une surface jouent un rôle 

^lable à celui des groupes de points sur une courbe. Par là, on peut dès aujourd'hui 

er que vont s'èdairdr les derniers mystères qui se rapportent à Tétude des surfaces 

i paraissaient si tenaces. 

Les géomètres ont donc nn vaste champ à moissonner, et je n'ai garde d'oublier 
lÉoméirie énumérative et surtout la géométrie infinitésimale, cuUtvée avec tant d'éclat 

M. Dârboux, et à laquelle M. Bianchi a apporté tant de contributions utiles. 5f 
tf m'äends pas davantage sur ce sujet (^est que je n aurais plus rien à vous appren- 
^h la brillante Conférence de M Darboux ^, 

Le cantorìsme. 

J'ai parlé plus haut du besoin que nous avons de remonter sans cesse aux premiers 
rfpes de notre science et du profit qu'en peut tirer l'étude de l'esprit humain. C'est 

Pîn qui a inspiré deux tentatives qui ont tenu une très grande place dans l'histoire 
récente d^ mathématiques, La première est le cantorìsme, qui a rendu à la 
|ce les services que l'on sait. Un des traits caractéristiques du cantorìsme, c'est 
ï lieu de s'élever au général en bâtissant des constructions de plus en plus com- 
lècs et de définir par construction, il part du genus supremum et ne définit, comme 
lent dit les scholastiques, que per genus proximum et differentiam specißcam. De là 
reur qu'il a quelque temps inspirée à certains esprits, i Hermite par exemple, dont 
Ì favorite était de comparer les sciences mathématiques aux sciences naturelles. Chez 
upart d*entre nous ces préventions s'étaient dissipées, mais il est arrivé qu'on s'est 
té i certains paradoxes, à certaines contradicrions apparentes, qui auraient comblé 
m ZÉKON d'Elée et l'école de Mégare. Et alors chacun de chercher le remède. Je 
ELilotir mon compte, et je ne suis pas le seul, que l'important c'est de ne jamais 

l'on puisse définir complètement en un nombre fini de 



t6 posteria tirement ajoutée par TÂuteiir) ont 
[Noie de b RédàctìCiìi\. 



l68 H. POINCARÉ. 



mots. Quel que soit le remède adopté, nous pouvons nous promettre la joie du wir 
decin appelé à suivre un beau cas pathologique. 

La recherche des postulats. 

On s'est efforcé d'autre part d'énumérer les axiomes et les postulats plus ou moins 
dissimulés, qui servent de fondement aux diverses théories mathématiques. M. Hilbext 
a obtenu les résultats les plus brillants. H semble d'abord que ce domaine soit bien 
limité et qu'il n'y ait plus rien à y faire quand l'inventaire sera terminé, ce qui oc 
saurait tarder. Mais quand on aura tout énuméré, il y aura bien des manières de tout 
classer; un bon bibliothécaire trouve toujours à s'occuper, et chaque dassificanon nou- 
velle sera instructive pour le philosophe. 

J'arrête cette revue, que je ne saurais songer à rendre complète pour une foule de 
raisons, et d'abord parce que j'ai déjà trop abusé de votre attention. Je pense que ces 
exemples auront suffi pour vous montrer par quel mécanisme les sciences mathématiques 
ont progressé dans le passé, et dans quel sens elles doivent marcher dans l'avenir. 
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BEITRÄGE ZUR ANALYTISCHEN ZAHLENTHEORIE. 
Von Edmund Landau (Berlin). 



Adunania del 36 gennajo 1908. 



Einleitung. 



Die Herren Hadamard ') und de la Vallée Poussin *) haben zuerst unabhängig 
Bliesen, dass die RiEMANN'sche Funktion ^(5) für kein 5 mit dem reellen Teil i 
rschwindet : 
) 2:(i+fi)^o ago). 

Herr Mertens ^) hat den Beweis von (i) derart verschärft, dass sich zugleich 

le obere Schranke für 

I 

gibt, in der Gestalt einer Funkdon von /, welche für alle hinreichend grossen po- 
ivcn t kleiner als e*»' ist [wo a^ eine positive Konstante *) bezeichnet}; die Unter- 



') Sur la distrtbuHon des :^éros de la fonction ì^ (s) et ses conséquences arithmétiques [Bulletin de la 
ièté Mathématique de France, Bd. XXIV (1S96), S. 199-220], S. 200-202. 

') Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers [Annales de la Société Scientifique de 
ndles, Bd. XX, Teil II (1896), S. 183-256 und 281-397], S. 224-242 und 395*397. 

*) Oher eine Eigenschaft der RibmannV^ä«» ì^-FuncOon [Sitzungsberichte der kaiserlichen Aka- 
pie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Gasse, Bd. CVII (1898), Abt. IIa, 
I31-1436]. 
^) Im Folgenden bezeichne ich mit a, , a, , a^ , . . . , a^^^ positive Grössen, die in Bezug auf die 
in den betre£[enden Relationen konstant sind. Die Bezeichnung ist stets so gewählt, dass jede 
bkibt, wenn die betreffende Konstante durch irgend eine grössere Zahl ersetzt 
s>& nicht 

Mt>a$^' a^i), 
■^ it^i) 

«to U 9 maggio 1^. ^^ 
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tions, on doit pouvoir appliquer des idées du même genre à tous les problèmes tdtàSs 
à des équations de forme linéaire, et môme aux équations différentielles ordinaires, 
puisque leur intégration peut toujours se ramener à œlle d'une équation linéaire aux 
dérivées partielles du i" ordre. 

On a abordé il y a quelque temps le problème de Dirichlet et les autres pro- 
blèmes connexes par un autre moyen, en revenant à l'idée primitive de Dirichlet et 
en cherchant le minimum d'une intégrale définie, mais cette fois par des procédés ri- 
goureux. Je ne doute pas qu'on n'arrive sans grande difficulté à rapprocher les deux 
méthodes l'une de l'autre, à se rendre compte de leurs rapports mutuels, et je ne dome 
pas non plus que l'une et l'autre n'ait beaucoup à y gagner. Grâce à M. Hilbert qd 
a été doublement initiateur, on marche dans cette voie. 

Les foncticms abélieimes. 

On sait quelle est la principale question qu'il nous reste à résoudre en ce qui 
concerne les fonctions abéliennes. Les fonctions abéliennes engendrées par les intégrales 
relatives à une courbe algébrique ne sont pas les plus générales; elles ne sont qu'on 
cas particulier, et c'est ce qu'on peut appeler les fonctions abéliennes spéciales. Quek 
sont leurs rapports avec les fonctions générales et comment peut-on classer ces der- 
nières? Il y a peu de temps encore la solution semblait bien lointaine. Je considère 
aujourd'hui le problème comme vinuellement résolu, depuis que MM. Castelnuoyo 
et Enriques ont publié leur récent mémoire sur les intégrales de diSèrentielles totales 
des variétés à plus de deux dimensions. Nous savons maintenant qu'il y a des foncdooi 
abéliennes atuchées à une courbe et d'autres à une surface, et qu'il ne sera jamais DÌ> 
cessaire de s'élever jusqu'aux variétés de plus de deux dimensions. En combinant cene 
donnée avec celles qui résultent des travaux de M. Wirtinger, on viendra sans doute 
à bout de toutes les difficultés. 

Théorie des fonctions. 

C'est surtout des fonctions de deux et de plusieurs variables que je voudrais parler. 
L'analogie avec les fonctions d'une seule variable est un guide précieux, mais insuffisant; 
il y a entre les deux sortes de fonctions une différence essentielle, et toutes les fois 
qu'on tente une généralisation en passant des unes aux autres, on rencontre un obstade 
inattendu dont ou a parfois triomphé par des artifices spéciaux, mais qui souvent aosi 
est demeuré jusqu'ici infranchissable. Nous devons donc rechercher les faits qui sont 
de nature à nous éclairer sur l'essence de cette différence entre les fonctions d'une va- 
riable et celles qui en contiennent plusieurs. Il faudra d'abord regarder de près les ard* 
fices qui ont réussi dans certains cas particuliers, afin de voü* ce qu'ils peuvent avoir 
de commun. Pourquoi la représentation conforme est-elle le plus souvent impossible dans 
un domaine à quatre dimensions et que faut-il mettre à la place? La véritable généra- 
lisation des fonctions à une variable, n'est elle pas dans les fonctions harmoniques i ; 






aatre variables dont les parries réelles des fonctions de deux variables ne sont que des 
LS particuliers ? Pourra-t-on rirer parti pour Tétude des fonctions transcendantes à plu- 
eurs variables de ce qu'on sait des fonctions algébriques ou rationneileSj ou, en d'autres 
înnesj dans quel sens peut-on dire que les fonctions transcendantes à deux variables 
»m aux fonctions transcendantes 4 une variable ce que les fonctions rationnelles à 
,eux \^ables sont aux fonctions rationnelles à une variable? 

Est-il vrai que si ^ = fÇx^ v), on peut, quelle que soit la foncrion /, exprimer i 
ft fois Jt, y^ ^ en fonctions uniformes de deux variables auxiliaires, ou, pour employer 
înc expression qui commence i être consacrée par l'usage, peut-on unifùrmiser les 
fonctions de deux variables, comme on nniformise les fonctions d*une variable ? Je me 
borne i poser la qufâtion, dont un avenir prochain nous donnera peut-être la solution. 



Théorie des groupes. 



ILa théorie des groupes est un sujet étendu sur lequel il y aurait beaucoup i dire, 
D y a bien des sortes de groupes, et quelle que soit la classification adoptée, on 
<ii trouve toujours de nouveaux qui n*y rentrent pas. Je veux me borner et je ne 
pirlcrai ici que des groupes continus de Lie et des groupes discontinus de Galois, 
qoe fon a coutume de qualifier, tes uns et les autres^ de groupes d'ordre fini, quoique 
ifcmot n'ait pas tout à fait le même seos pour les uns et pour les autres» 
B Dans la théorie des groupes de Lie, on est guidé par une analogie spéciale; une 
^sformation finie est le résultat de la combinaison d'une infinité de transformations 
iafiaitésimales- Le cas le plus simple est celui où ces transformations infinitésimales se 
réjuisent à une multiplication par i -f- £, e étant très petit. La répétition de ces trans- 

ßons engendre alors la fonction exponentielle; c'est comme cela que Neper y 
vé. Nous savons que la fonction exponenrielle peut être représentée par une série 
[iple et très convergente, et l'analogie peut alors nous montrer la voie à suivre. 
Cette analogie peut d*âilleurs être exprimée par un symbolisme spécial, sur lequel vous 
(n'excuserez de ne pas insister ici* On est déjà très avancé grâce à Lie, KnxiNG et 
Cartah ; il ne reste plus qu'à simplifier les démonstrations, coordonner et classifier les 
résultats. 

L'étude des groupes de Galois est beaucoup moins avancée; et cela s'explique; 
t*©t pour la même raison que l'arithmétique est moins avancée que l'analyse, car la conti- 
imité a donné de grandes facilités dont on a su profiter. Mais heureusement il y a entre 
les deux théories un parallélisme manifeste et on devra s'efforcer de le mettre de mieux 
«Ì mieux en évidence* L'analogie est tout à fait pareille à celle que nous avons signalée 
fettf rarithmétique et Talgèbre et on en pourra tirer le même parti. 



I 



La géométrie. 



n semble que ta géométrie ne puisse rien contenir qui ne soit déjà dans l'algèbre 
Mims l'analyse; que les faits géométriques ne soient autre chose que les faits algé- 
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d.h. 

lim inflog'/ 12: (i -j'ti)\>o 

ist, womit natürlich festgestellt war, dass die linke Seite von (5) -f- 00 ist. 

Inzwischen ist es mir gelungen, dies Resultat (6) auch ohne jene neoeie 
HADAMARD^sche HilfsbetTachtung '°) zu erreichen, und ich will die vorliegende Aitó 
damit beginnen, jenen einfacheren Beweis mitzuteilen. Im § i schicke ich einige bekannte 
Hilfssätze mit Beweisen voraus, damit dem Leser das Nachschlagen in der etwas m- 
fangreich gewordenen Literatur ganz erspart bleibt; der Leser braucht von der 
RiEMANN'schen Zetafunkdon noch nichts zu wissen. Im § 2 beweise ich dann den 
Satz (6) auf dem vereinfachten Wege. Im § 3 werde ich durch Weiterbildung des 
Verfahrens den Nachweis führen, dass für / ^ 2 



1^(1 + ^01 >-^ 



a^ log^ t 

ist. Im § 4 gebe ich den allgemeinen Ansatz an, der mich zu der Wahl der benutzten 
elementar-trigonometrischen Ungleichungen geführt hat. 

Im § 5 werde ich für die nachfolgenden Anwendungen einen Gedankeoganj 
allgemein-funktionentheoretischer Art von Herrn Carathéodory etwas weiter aus- 
führen, als ich dies bei anderer Gelegenheit schon getan habe "). Im § 6 werde ü 
nur Bekanntes über die RiEMANN'sche Zetafunkdon mit bekannten Beweisen reprodu- 
zieren. Ich finde es auch für solche Leser^ denen diese Sätze schon geläufig sio^ 
nützlich, einmal im Zusammenhang zu sehen, wie sich der in Betracht kommende 
HADAMARD'sche Satz über ganze transzendente Funktionen (unter Ausschaltung alb 
für die vorliegenden Zwecke Unnötigen) zur Zeit am einfachsten beweisen lässt, und 
wie daraus möglichst schnell das grundlegende HADAMARD'sche Ergebnis über die 
Gestalt der WEiERSTRASs'schen Produktzerlegung der ganzen transzendenten Fmiktk» 
(5 — i) ^(5) erschlossen werden kann. Auch beweise ich alsdann nach Herrn deu 
Vallée Poussin "), dass 

für 

J T 



ist. Da ich für meine Zwecke viele seiner Betrachtungen fortlassen kann, wird Hem 



'^ Jene Hil&betrachtung bestand in der Anwendung einer quadratischen Ungleichung, doei 
Koeffijdenten von den Variabehi des Problems abhängen. Ich verwende jetzt mit gleichem Erfolg dtf 
quadratische Ungleichung mit konstanten Koeffizienten. 

* *) Vergi meine Arbeit Ober den PiCAUD^schen Sat^ [Vierteljahrsschrift der Naturforschenden G^ 
Seilschaft in Zürich, Bd. LI (1906), S. 252-3 i8j, S. 275-277. 

'^) Sur la fonction Ç (s) de Riemann et le nombre des nombres premiers inférieurs à une Umitt iota 
[Mémoires couronnés et autres Mémoires publiés par TAcadémie Royale de Belgique, Ed. UX (1899^ 
S. 1-74], S. 7.29. 
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E LA Vallée Poussin's berühmter Beweis dem Leser dadurch m einer relativ anfachen 
estait vorgeführt '*). 

Im § 7 wende ich die in den §§ S'^ bewiesenen bekannten Sätze und andere 
cu zu entwickelnde Kunstgriffe an, um den Nachweis des Satzes zu führen : es exi- 
ricrt für jedes g^ebene c > o eine positive Konstante **) ä„ , so dass für t^2 

51 Im § 8 werde ich sogar beweisen '^), dass für ^ ^ 3 
1^(1 + ^01 >-;^ 



Ä,, log /.log log ^' 
.h., dass 

liminflog^loglogf|Ç(i -}- ^01 > ^ 
t. 

Im bisher angekündigten ersten Teil der vorliegenden Arbeit war nur von der 
unkrion ^(5) die Rede; im zweiten Teil handelt es sich um ihre Anwendungen auf 
IS Problem von der Veneilung der Primzahlen und allgemeiner um die Folgerungen, 
ekhe man aus den Eigenschaften der durch eine DiRiCHLEx'sche Reihe 

1-4 

Meierten anal}mschen Funktion über die Grössenordnung der summatorischen Funktion 

p- 

irer Koeffizienten ziehen kann. 
Es werde 

î'W = Zlog/) 

tsctzt, wo, wie stets in dieser Arbeit, der Summationsbuchstabe p alle Primzahlen 
es betreffenden Intervalls durchläuft; es bezeichne ir(x) die Anzahl der Primzahlen 
^ X, d. h. es sei 

p^ 
fc Herren Hadamard '^ und de la Vallèe Poussin '^ haben zuerst (unabhängig) 



'^ Natürlich hätte Herr de la Vallée Poussin ihm, wenn er nicht andere Zwecke mitverfolgt 
tte, auch ungefähr diese Gestalt gegeben. 

'^) a,, ist konsunt, wenn t ab konstant angesehen wird; andernfalls hängt a,, von t ab, aber 
ht von /. 

*5) Den S 7 schicke ich voraus, damit der neue Weg deutlicher wird. Überhaupt liegt mir in 
ser schwierigen Materie viel daran, die Brücken nicht abzubrechen, die zu den Methoden geführt 
«n. Vielleicht wird dadurch der eine oder andere Leser zur Mitarbeit herangezogen werden. 

*^ VcrgL S. 217-218 der in Anm. ') zitierten Arbeit. 

'7) VergL S. 251 der in Anm. ') zitterten Arbeit. 
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bewiesen, dass 

(7) lim ^ = I 

ist. Aus (7) folgte unmittelbar, wie Herr de la Vallée Poussin '*) besonders her- 
vorhob, der Satz 

(8) Um^ìMÌ2gf=,. 

X— 0» X 

Übrigens hatte schon Syl\"ester '*) diesen einfachen Obergang gekannt, indem er 
bewiesen hatte, dass im Falle der Richtigkeit von (7) auch (8) richtig ist Man kam 
sogar a priori, ohne (7) vorauszusetzen, die Gleichung 

sdbst in der schärferen Form 

^(x)logx K^)^q/ I \ 
X X \logx/' 

leicht durch partielle Sunmiation beweisen : Es ist **) 

x(x) = li 

^^s(« ) — a(«-i) 
AÎ logn 

= £"^"^1^ ~ log(« + I)) + loga*] + 

-.4i logn-log(n+i) "<"log([*]+0" 
\un ist 

s(x)=0(x); 

dies ist schon von Tschebyschef *') elementar und später von Herrn Mertens ") 



*•) VcrgJ. S. 360-361 der in Anm. *) zitierten Arbdt 

'^ Om Aritimutical Seriis [The Messenger of Mathematics, Ser. II, Bd. XXI (1891), S. i-i9i 
87 120J, S. 9. 

*^ X braucht keine ganze Zahl zu sein. Eine Summe mit einer nicht ganzzahligen unteren benr. 
oberen Grenze v bedeute, dass der Summationsbuchsube von (jrj an bezw. bis [y} Uuft, wo (j] & 
grôsste ganze Zahl ^ r bezeichnet. 

*') Memoire sur Us momhres premiers [Journal de Mathématiques pores et appfiqoèes, Ser. I, BdXVII 
(1852). S. 366-390; Mémoires présentés â FAcadémie Impériale de SL-Pétershourg par divers savants, 
Bd. \TI {1854X S. 17-33; Œuvres, Ed. I (1899), S. 49-70], S. 379 bczw. S. 26 bexw. S. 61. 

*^) £di Beitrag ^ur amilyüschen Zahìtntbeorii [Journal fur die reine und angewandte Madiemaä, 
Bd. LXX\TII {1874), S. 46-62 J, S. 47-48. Der MERTEKs'sche Beweis lautet kurz $0: Wenn 

r(x) + 5(f^)-t-5(^]r)+... =+(x) 
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einfacher bewiesen worden und folgt auch, wenn man (8) aus (7) herleiten 
unmittelbar aus (7). Daher ergibt sich 

I 
^ ' Äilog'n ^ logx ^ ^ "^ \log(M + logx/ 

= 0{V^+0{^)+0{^) 

^(^)iog^ _ ìOÙ = o( ^ \ 
X X Viogx/' 

Die späteren Versuche, den Satz (8) auf kürzerem Wege zu beweisen, brauchten 
nur auf die schnellere Erreichung des Zieles (7) gerichtet zu sein. 



t wird, so ist 

+ (*) + 4' (-^) + «P (^) + + (^) + • • • = log (W !) . 

= * log * + 0(*) - 2 (^ log X + 0(*)^ 



= 0(x), 
.•egen 



+W-<l'(-f)^ + W-+(-f)+ + (f)-'l'(f)+.. 
-K*)-'}'{^) = 0(x), 

ijr alle x > o 



jch 



H-f)-+(f)<^^' 

Hf)-HT)<^f 



, folglich f&r alle x > o 

»(*)^'l'(*)<2^*. 
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Im Jahre 1903 gab ich "^ einen Beweis von (7) und damit auch von (8) an, 
der wesentlich einfacher war als die beiden bekannten Beweise. Ich bewies zugleich mit 
(8) durch meine Methode für jedes konstante m die schärfere Relation 

« 'W=ri^ +"(!=?-.)> 

welche zuerst im Jahre 1899 von Herrn de la Vallée Poussin "♦) bewiesen worden 
war. Hätte ich damals nur (7) und (8) beweisen wollen, so hätte ich mich zwar 
etwas kürzer fassen können, aber doch in keinem wesentlichen Punkte anders, als 
ich es tat. Der springende Punkt, dem meine Beweismethode von (7) ihr Gdingen 
verdankte, bestand darin, dass ich imstande war, mit einfachen Hilfsmitteln [nameDtlich 
ohne Benutzung der HADAMARo'schen Sätze über ganze transzendente Funkdooea 
überhaupt und über (s — i)Ç(i) im Besonderen] zu beweisen: Für •*) 

ist 

regulär und 

Co) '^ 



C(0 



<a,^log'/. 



Das über die Kurve 

ff = I — 



a„ log» t 
von t = 2 bis / = 00 erstreckte Integral 

war dadurch als absolut konvergent erwiesen, da 

konvergiert. Mein Beweis von (7) wäre auch zustand^ekommen, wenn auf der rechten 

Seite von (10) statt log^^ etwa log'^^t oder t* oder überhaupt eine positive FunktioQ 
g(f) gestanden hätte, für welche 

0.) /-cffl,, 

konvergiert, und es wäre überflüssig auf jenen Beweis zurückzukommen, nur um <fc 
zu betonen oder noch hinzuzufügen : der Satz (7) gilt auch für Zahlklassen p (an Stdk 



'3) Vergi, meine in Anm. *) genannte Arbeit, S. 648-663. 

'♦) Es ist das wichtigste Ergebnis seiner in Anm. *') genannten Arbeit; vergL S. 5-6dcr8dbö' 
^5) Es ist durchweg s ^= 9 -{- ti gesetzt ; ich bemerke also nicht immer besonders^ dass 9 den 
reellen Teil von s bezeichnet 
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:r Primzahlen), bei welchen die durch 

4 P' 
ir 9i(5)> I definierte Funkrion /(i) im Punkte s=i einen Pol erster Ordnung mit 
em Residuum i hat, sonst für d = i regulär ist und dieselbe Ungleichung in dem- 
dben Gebiete erfüllt als die dem Fall der Primzahlen entsprechende [welche wegen 

^^(0 _ ytogp ^ log/) 

sich von — T^~\ ^^^ ^™ ^^ î^ Gebiete 91 (i) > — absolut genommen unter einer 

endlichen Schranke verbleibende Funktion unterscheidet, also auch eine Relation von 
der Form (lo) erfüllt]. Aber ich lege Wert darauf, zwei Momente hervorzuheben, auf 
welche mich das genaue Studium meines damaligen Beweises geführt hat. Ich habe 
erstens erkannt, dass die Konvergenz des Integrals (ii) entbehrt werden kann, wenn 
nur überhaupt für ein konstantes v 



X 






konvergiert, und ich habe zweitens gefunden, dass die der Ungleichung (lo) entspre- 
chende Ungleichung 

>erw. im allgemeinen Fall 

l/WKKO 

mr für t^2, <T^ I erfüllt zu sein braucht. Jenseits der Geraden 8l(i)= i braucht 
iber /(i) gar nichts bekannt zu sein, ausser der [da nach Voraussetzung /(i) für ^^2, 
• = I regulär ist] trivialen Tatsache, dass es überhaupt ein sich nach oben unendlich 

'erschmälerndes Gebiet i — -r-p-r < d < i links von der Geraden 8l(^) = i gibt, in 

Welchem f{s) noch regulär ist ; ii:h habe gefunden, dass — kurz gesagt — ^über die Grössen- 
ordnung der Dicke dieses eo ipso vorhandenen Gebietes für grosse t nichts vorausge- 
setzt zu werden braucht. Ich werde nun, nachdem ich im § 9 einige allgememe Hüfs- 
sàtze über reelle Funktionen und komplexe Integrale vorausgeschickt habe (welche mir 
auch an sich von Interesse erscheinen), im § 10 den hier skizzierten Satz über Diri- 
CHLET*sche Reihen entwickeb, welcher folgenden präzisen Wortlaut hat: 
Es habe die DiKiCHLET'sche Reihe 

««1 n 
nit rullen Koeffizienten b^ ein Konvergen^gebiet, d. h. es sei 

b^ = 0(x') {c konstant). 
& sei ferner die untere Grenze von b^ endlich^ d. h. für alk n 

K^ — g (g konstant). 

Rmd. Cite. Mtunm. FmUrm; t. XXVI {%o •em. 190S). - Sumpftto I'll at« 
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Es sei die im Konvergenzgebiet durch Çi 2) definierte Funktion f(^s) für ïft(s)'^i regulär 
und erfülle für t ^ ij a '^ 1 die Ungleichung 

1/(5)1 <J5t* {B und k konstant). 

Dann existiert der Gren:(wert 

X»06 X 

und es ist 

ar— • X 

Der Satz (7) ist, wie sich an der betreffenden Stelle zeigen wird, als Spezialfall 
hierin enthalten, wenn 

\ogn — I für Primzahlen, 



— I für alle anderen Zahlen 
ist; übrigens soll der Beweis jenes allgemeinen Satzes nicht etwa einen vereinfachten 
Weg zum Satz (7) darstellen. Im Gegenteil : Bei der Funktion ^ (s) kann man gerade 
ohne Mühe von vornherein mehr beweisen, als die Voraussetzungen des allgemeinen 
Satzes verlangen, und es treten daher beim Beweis des Satzes (7) manche Schwie- 
rigkeiten gar nicht auf, welche ich zum Beweise des allgemeinen Satzes erst überwinden 
musste. Es zeigt sich dadurch eben, dass der Satz (7) [also auch der Satz (8), da der 
Übergang durch partielle Summation giltig bleibt] für jede Zahlklasse p gilt, die so 
beschaffen ist, dass die DiRiCHLET'sche Reihe 

eine Funktion definiert, welche im Punkt s = i einen Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum i hat, sonst für <y = i regulär ist und für ^ ^ i, <y ^ i höchsteos von 
endlicher Grössenordnung in t (gleichmässig für alle jene a) unendlich wird. 

Herr de la Vallèe Poussin ^) hatte mit Hilfe seines schon oben erwähnten Satzes 

03) C(0#o 



tur 



t^2, ffXl- — 



^ . , «.0 log ' 

bewiesen, dass 

ist. Dies ist das schärfste bekannte Resultat über die Primzahlmenge ; ich hatte mit 
meinen elementaren Methoden wenigstens zeigen können, dass 

ist, WO die Zahl 13 noch etwas, aber nicht bis zu 2 hin, hätte verkleinen werden 



*®) Vergi die in Anm. ") genannte Arbeit, S. 63. 
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ônncn. Dieser Satz (15) genügte aber für die Folgerung (9), welche Herr de la 
'allée Poussin selbst mit Recht als die wichtigste seiner Entdeckungen im Gebiete 
er Primzahltheorie hervorgehoben hat '^). Ohne Benutzung der HADAMARo'schen 
"heorie kann ich auch heute nicht zu (14) gelangen; aber es ist mir jetzt gelungen, 
nter ausschliesslicher Benutzung des de la Vallée Poussm'schen Satzes (13) den 
atz (14) mit meinen Methoden herzuleiten, ohne nochmals die HADAMARo'schen Sätze 
ber die Existenz und Dichtigkeit der komplexen Nullstellen von ^(5) oder auch nur 
ie Tatsache, dass (s — i)'I(0 ^° ^^^ ganzen Ebene existiert, anzuwenden '^). Ich 
verde diese neue Beweisanordnung von (14) im § 11 ausführen. 
Im § 12 werde ich auf analogem Wege über 

wo (x(«) die bekannte MöBius'sche Funktion ist, schärfere Abschätzungen erhalten, 
als bisher bekannt waren ; ich werde nämlich die Relation 

beweisen. 

Der § 13 verdankt seine Entstehung einer bekannten Untersuchung der Herren 
Franel "*), VON Koch **) und Holmgren ^'). Letztere hatten bewiesen : Unter der 
Annahme der Richtigkeit der RiEMANN'schen Vermutung 

fiir a(5) > -j- würde 

sein. Der im § 13 zunächst bewiesene Satz (IX) steht auf sicherem Fundament und 
l>esagt: Aus der Existenz der durch eine DiRiCHLET'sche Reihe 

ci der für alle X > o 

K = 0(n') 

^ definierten Funktion /(i) für 8l(i) ^ vj, wo yj < i ist, und aus der Annahme, 
iss \f{s)\ für ff X TQ in Bezug auf \t\ nur von endlicher Grössenordnung ist, folgt die 
-onvergcnz der Reihe (16) über 81(5) = i hinaus. Dies bedeutet für die Prim- 



'7) VergL S. 6 seiner in Anm. '*) genannten Arbeit oder S. 664 meiner in Anm. *) erwähnten 
rbdt 

»«) Was Herr de la Vallée Poussm mit seiner Methode zu tun gezwungen ist. 

*0) Sur la fonction Kj) de Riemann et son application à VariÜtmiÜqite [Viertdjahxsschrift der Na- 
rforschenden Gesellschaft in Zürich, Bd. XLI (1896), S. 7-i<*'' 

3^) Sur la distribution des nombres premiers [Acta 

^^) Om primtaJens flrdelning [Ofversigt af Ko 
L UX (1902), S. 221-225]. 
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zahlmenge, wie sich im Text zeigen wird, nur, dass im Falle der Richtigkeit der 
RiEMANN'schen Vermutung für alle S > o 



■w=r 



iiï +"('•") 



Z'- 



ist; aber der neue Satz gilt eben auch für DiRiCHLEx'sche Reihen, bei denen nicht 
bekannt ist, ob die durch sie definierte Funktion in der ganzen Ebene existiert, und 
er ist der erste Satz seiner Art. Er liefert auch für das Primzahlproblem, wie am 
Ende des § 13 ausgeführt wird, ein neues Ergebnis: Wenn die RiEMAXN'sche Ver- 
mutung richtig ist und bereits, wenn die obere Grenze der reellen Teile der Null- 
steilen von ^ (5) kleiner als i ist, so ist 

WO •< I ist, d. h. es konvergiert die Reihe 

èi n' 
über 81(5) = I hinaus; bekannt (und trivial) war nur das Umgekehrte: Wenn dk 
Reihe 

n' 

über 81(5) = I hinaus konvergiert, so ist die obere Grenze der reellen Teile der Null- 
stellen von i^(j) kleiner als i. Da ich nun in einer anderen Arbeit®^ bewiesen hatte, 
dass eine von Herrn Cahen ^) ausgesprochene Vermutung (« Das formal gebildete 
Produkt zweier für 8l(5)> a konvergenter DiRiCHLET'scher Reihen ist für 81(5)>k 
konvergent ») mit der etwaigen Tatsache in Widerspruch steht, dass die Konvergenz- 
abzisse von 

kleiner als i ist, so steht nunmehr fest, dass die CAHEN'sche Vermutung der Riemakx' 
sehen Vermutung widerspricht. Ein nochmaliger Versuch, die CAHEN'sche Vermutung 
zu widerlegen, hat mich zu dem im § 14 angegebenen Beweise des Gegenteils geführt, 
womit eine in meiner früheren Arbeit gestellte Frage beantwortet ist. Im § 15 verfolge 
ich die hierbei verwendete Methode weiter und zeige, dass ein von Herrn Hadamard ^ 
entdeckter allgemeiner Satz über DiRiCHLEx'sche Reihen im absoluten Konvergenzberdcb 
auch in einem gewissen Teile des Bereiches bedingter Konvergenz gilt. Dadurch to 



3>) Ober die MuUiplikation DnacHLBr' scher Reihen [Rendiconti del Circolo Matematico di Piioai 
Bd. XXIV (2. Semester 1907), S. 81-160J, S. 123-125. 

33) Sur la fonction C(^) de Riemann et sur des fonctions analopus [Annales Sdentifiqm de 1 
cole Normale supérieure, Ser. Ili, Bd. XI (1894), S. 75-164], S. 100. 

3^) Théorème sur les séries entières [AcU Mathematica, Bd. XXII (1899X S. $f 



BEITRAGE ZUR ANALYTISCHEN ZAHLENTHEORIE. l8l 

,ch imstande, für die RiEMANN'sche Zetafunktion eine besrimmte von Herrn Hadamard 
aufgeworfene Frage zu beantworten. 

Der Schlussparagraph (§ i6) der vorliegenden Arbeit behandelt einfachere Dinge 
als das Vorangehende ; ich gebe einige neue Beweisordnungen für ' das Nichtverschwin- 
den der einem reellen Charakter modulo k entsprechenden Reihe 

L'IT' 

velche beim Beweise des DiRiCHLET'schen Satzes von der arithmetischen Progression 
aftritt. 

Es werde für jedes positive konstante x und komplexes s unter x' die ganze trans- 
îndente Funktion «*^°** verstanden, wo logx den reellen Wert des Logarithmus be- 

îichnet. Dann ist speziell —^ für jedes ganzzahlige positive n eine ganze transzen- 

ente Funktion von s. 
Die unendliche Reihe 

O T 

■') li 

Lonvergiert für 81(5) > i, und zwar, wenn S eine feste positive Grösse ist, für 
R(j) > I -j- S gleichmässig, wie aus 



„«(.) 



hervorgeht. (17) definiert also eine für 81(5) ]> ^ reguläre Funktion, die mit ^(5) 
bezeichnet werden möge. 

Andererseits ist die Doppelreihe 

y — -^ 

der /> alle Primzahlen, m alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, für 81(5) > i 
Wut konvergent, wie aus 



^ j. i_ ^ I I 

= log 



I 



it Rücksicht auf die Konvergens von 



'""^ 
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hervorgeht. Für 81(5) > i ist also 

P 

=n 



'-. ' 



=i;i(-+V+p+-) 

(i8) =^(^> 

SO dass ^(s) für 91(5) > i nicht verschwindet. 

Wie schon Riemann ^) bewiesen hat, hat C(5)im Punkte 5=1 einen Pol crsw 
Ordnung mit dem Residuum i und ist im Übrigen auf der Geraden 81(5)= i regulär; 

ist sogar für 8l(5)>o regulär ^, wie schon Riemakn ^) festgestellt hatte und Herr m 
LA Vallée Poussin ^) durch folgende besonders elegante und für viele Zwecke nutzfidie 
Transformation von Neuem bewiesen hat: Es ist für n > o, 5 :^ i 

_ r udu I /" du 

Vo (n + u)'- - (n + ly JAn + uy 

^'^^ ^^^i \(n+lr' ~ ^') "^ (n + i)- 

also für 81(5) > I, da die über n = i, 2, 3, . . . erstreckte Summe der rechten Sehe 

von (19) konvergiert, 

'èli (« + ^r ^ - 5 - u4iV n'- ■*■(« + 1)'-; + .4iôr+77 

^ + C(0-I, 



i — I 

^ f" udu 



«*) t7#t#r die Anzahl dir Primzahlen unter einer gegebenen Gròsse [Monatsbericht der Königlichen 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1859, S. 671-680; Werke, 2. Aufl. (1892X S. 145-155], S. 671 

r. 146. 

^ Ober die Achse des Imaginären brauche ich zunächst nicht hinauszugehen. 

^ VcrgL die in Anm. 35) 2dtierten Stellen. 

>•) DhumstraUon simplifiée du théorème de Dirichlet sur la progression arithmétique [Mémoires 

net et autres Mémoires publiés par TAcadémie Royale de Belgique, Bd. LUI (1896I S. i-jaji 
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a ist die unendliche Reihe auf der rechten Seite von (20) für 3l(5)>'0 konvergent, 

r aus 

I 



^ 11 (« + ^y*' 



z. 



■vorgeht, und zwar, wenn S>o gegeben ist, für 31(5) > S gleichmässig, wie 
mfalls aus (21) ersichtlich ist; die Summe stellt also eine für 81(5) > o reguläre 
nktion dar. Nach (20) ist demnach 

: 81(5) > regulär, d. h. ^(5) bis auf den Pol erster Ordnung 5=1 mit dem Resi- 
um I für 81(5) > o regulär. 
Daraus, dass 5 = 1 ein Pol erster Ordnung ist, folgt, dass für o •< s ^ i 

e 
, also, da C(i +e) positiv ist, 

2) 2:(i+e)<^. 

e 

Ich behaupte ferner, dass füro^e^i, ^^2 
13) l^(i+e + ^0l<^.8log^ 

t ^. Dies lässt sich wohl am einfachsten unter Benutzung von (19) folgendermassen 
twcisen. Es ist im Gebiet 81(5) > i für jedes ganzzahlige w ^ o 

^ r udu _ I ^ / i_ I \ , ^ I 

■^ \Â^^Jo (n + uy-' ~ 5 - I «jfex V n'-^ "*"(« + 1)"") "*" nÂ^^{n + i)' 

^ ~ r=l (m + iy-' + ^ w — Z -^^ > 

I Gebiet 81(5) > i ist also 
X rr ^— v'-i- a-„J î v r_j^du__ 

*J ^ ^'^ - «47 n' "f" 5 - I (m + i)-^ '..4, X (« + ^)'"' ' 

d (24) gilt auch für 81(5) > o (exkl. 5 = i). In (24) setze ich 5 = i -f- e -}- ^i, 

:Mie o^fi^i, /^2 an und verstehe unter m die ganze Zahl [^]. Dann erhalte 

«. + • + 'OK |ïi=> + r^äö^. +(■ + « + oX, ^. 

<lv + ,-dr7 + (^ + 0l,^ 

= 0(log.)+o(-i-) + o((-f) 
= 0(logl), 



88) Herr Mellin hat zuerst bewiesen, dass 

!:(i + <o=o(iogo 

; vergL seine Arbeit: Eine Formel für den Logarithmus transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht 
cu sodeutis sdentiarum Fennicae, Bd. XXIX (1900), N° 4, S. 1-50], S. 48-49. 



l84 EDMUNDLANDAU. 

womit (23) bewiesen ist, da die Abschätzung gietchmâssig fior ^t m m 
(p ... I) galt ^). 

Aus (23) folgt noch für o ^ « ^ i, * X 2 

|C(l + « + 2n)|<fl..log(20 

(25) <«.,log» 
und überhaupt bei festem v für o ^ c ^ i, t ^ 2 

|C(, 4., + v/OI<«.,iog(vO 

(26) <«.„log*. 
Analog zu (23) lässt sich zeigen, dass für 

s = I -\-s -\-ti, o^t^i, *^2 

(27) |C'(OI<«..log*t 

ist Denn aus (24) folgt für jedes ganzzahlige m^o im Gebiet S(5)>o (culi 
durch Differentiation 



c 



log« I I I log(i-fO 



^^ Äi n' (5 — i)* (m -f- l)'- f — I (m-j-iy-' 

_ V /" "^" _ a. c f- r «log(" + ")<^" 

.-•5v.X(« + «r'"t-'_4v.x («+«r' ' 

also für f := I -f- « + *»> o ^ « ^ ï> ' ^ 2> wenn 

m = [t] 
gesetzt wird, 

= "O--') + "(r) + "CT) + 1.1^- + (^ + ')£.!^- 
= ooog-O + o(-i-) + o(!^) + o(-L) + o(,Ä) 

= 0(log".), 
womit (27) bewiesen ist. 



^^ Übrigens ist infolgedessen fòr alle t ^ o und / ^ 2 der Quotient 

|ClL±i_+10l 
log* 

oniCTfaalb einer endücheii Schnnke gelegen, da für t ^ i und alle I 



-— _ BEITRAGE ZUR ANALYTISCHEN ZAHLENTHEORIE. 185 

^ ; Aus (27) ergibt sich weiter füro^fi^i, ^^2 

Ca8) Ui + e + fO - C(i + *0I ^ «.. « log' »; 

^d^Dn bei geradlinigem Integrationsweg ist 

K'(s)ds, 

"■md die Länge des Integrationsweges ist e, das Maximum des absoluten Betrages des 
Ünti^randen nach (27) kleiner als a,, log* t, 

§2. 

Es ist für alle reellen x 

- =9 + 24x+i6x\ 

-.Vao fur alle reellen f 

o^ 9 + 24 cos ç-}"^^ ^os* 9 
r C^9) = 17 + 24 cos (p 4" 8 cos 2 (p. 

Nun ist nach (18) für e > o, ^ ^ o 

y-L ! 

i:(i + » + tt) = «f^ ' , 

"Jii — '— 

1^0 +« + ^01 = «^ ' 

^ , coajmtlogp) 

l \3o) — « » 

7 W)enso 

V und schliesslich für e ]> o 



i O2) C(i+0 = '^"'" 



>(I-W) 



Aus (30), (31) und (32) ergibt sich für e > o, ^ è o 

^ ( i7-«-24c08(mfIog/>)-«-8cos(2mflog/>)^ 

da nach (29) jedes Glied im Exponenten ^ o ist. Daher ist 



(33) 1^(1 + » + *oi ^ îH 1 • 

(^(i+0riC(i + e + 2t01' 

IUmI. Circ. Mmiem, P*krm9, t. XXVI (a<' sem. 1908). ~ Sumpato Tu maggio 1908. 
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Abs (35) folgt mit Rücksicht auf (22) fût o<^t^i, f — o 



'^ 



p:o + « + »oi>-iï 



M 



«7 

(34) = ^ 7 - 

"PO + ' + ï'OI' 

(34) fchrt zunächst, dass für ^ g o 
ist; denn sonst würde bei positivem e 

existieren, wahrend die durch £ dividierte rechte Seite von (34) fur zu o abnehi 
c unendlich wird, mag C(i -h 2/f) von o verschieden oder = o sein. 
Aus (34) folgt ferner in Verbindung mit (25) fùro<«^i, /^2 



Ui+t + ti)\>l--i 



a X JL 
■•«1 — - ~ 



«7 



I «•* 



a -L 
"log'» 



und hieraus erhalte ich mit Rücksicht auf (28) für o<«^i, 1X2 

|?:(i + ti)\ ^ K(i + . + ti)\ - K(i +. + »,•)_ C(, -I- /,)| 



12 

>- — :r-*»«^°g^ 

"log'» 

«7 
. ,*4 7 7 



00 =^— 7-0-^a.^a,«''log^0. 

'Mog'^ 
hh wlhle jetzt für jedes t 



X 

t = 



log« t ' 

Vi von t unabhängige Konsunte a den Bedingungen 

o < a ^ log* 2 

2 

•^ >n ist für jedes t^2 

o<e^ I, 
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(j5) anwendbar, und es ist 

11 1 

j. . 

— a > 

r ergibt sich für t^i aus (35) 



Damit ist die Relation 



I 


17 


I 


^a3 


L7 ^ 


2 


I 


17 




^^4 


iog^* 




I 


I 





50^755 = " wo 



5sen. 



§5- 
Es ist für — I ^ X ^ I 

= i + 5^ + 8^' + 4^S 
für alle reellen 9 

0^1+5 COS9 + 8 cos*(p + 4 cos'9 

= 5 + 8 COS9 + 4 cos 29 + cos 3 9. 
1 (18) ist daher für e > o, / — o 

|C(i + e + *0I ^ T ^ 7 7 

(22), (2;), (26) und (38) folgt für o < e ^ I, » ^ 2 

%_ 

|C(i + , + n-)| > 



I *< 
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also mit Rücksicht auf (28) 

" log'* 

± 
1 «* Lu 



log«« 



Hierin setze ich 




wo 


a 
* ~ log^ t ' 


und 


< a ^ 1(^' 2 






ist. Dann ist für / ^ 2 




und 


< s = «(0 ^ 



also 



J. Î1 I 

I -««,«,««' log» «^—, 



|2:(i + ^01 > -f -î^ 



*'Mog»«.log»/ 
t 



■^log«» 
I I 



«»«log««' 
(39) r. 1 ,^ =O0og^0- 



§4- 

Den speziellen Resultaten (37) und (39) li^ folgender allgemeiner Ad 
Grunde. 

Es sei die ganze rationale Funktion 

im Intervall — i ^ x ^ i, und sie habe ferner die Eigenschaft, dass die Koef 

der durch die Substitution 

X = cos 9 
aus ihr entstehenden Funktion 

^(9) =/(«>s 9) = c, + c, cos 
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1 Ungleichungen 

lügen. Dann ist fur e > o, ^ è o 

(C(i + oriC(i H- . + tij' . . . iCCi + . + «*oi'" 

\'j ! Cto->-c,co»(mtìogfì+-—*^,aniumilogpì^ 

_ ^ t" '** 

o nach (22), (25) und (26) für o < e ^ i, * X 2 



i!:(i + « + ^01 > -f >.l'.^. 

"loe " » 



Iglich nach (28) 

ts. 

"log " t 
fa 

^) =i T^r^ (I - «.. «„« " log " 0- 



Wird in (40) 



îetzt, wo 



"log " t 



8 = 



log '«-*« * 



O < „,^,^^ .^c, ^ I 

log '«"**> 2 

SO erhält man für ^ ^ 2 

1^(1 + * Ol > ^^ .0 u,.c,*.X îEE^ ( ' ~ t) 

'"log" '•-'» Mog •■ r 

"log '•-"> » 



"log '■-"> t 
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3(o-Kf ^-»-..^r, 



COTTO ="008"^-^ •) 



= o(iog ••--» 0- 

Im Falle n = 2 würde die genaue Diskussion ergeben, dass bei allen défini 
Funktionen 

C^ + C, COSÇ -}- C, COS2f, 

für welche 

ist, der Ausdruck 

^. — ^o 
niemals kleiner als 6 ist, und dass der Wert 6 für 

^o = 17, ^, = 24, ^a = 8 
erreicht wird ^'), so dass die in § 2 verwendete quadratische Funktion unter alle 
grösste Ausnutzung meiner Hilfsbetrachtungen liefert. 

Dasselbe ist im Falle n = 3 fQr die in § 3 benutzte Funktion 

C^ -{- C, cos 9 + C, cos 2Ç -}" ^j ^s 3 ? 
der Fall, in welcher 

^o = 5, ^. = 8, ^a = 4i S = i> 

ist. 

Für höhere Werte von n führe ich die Diskussion nicht weiter aus; denn ich ^ 
später mit transzendenteren Methoden beweisen, dass für jedes e >> o 

und sogar, dass 

X,{i\t%) = O(log Mog log 

ist, während folgende Überlegung ergibt, dass der durch die elementare Methoc 
reichte Exponent von log / in allen Fällen grösser als 3 ist, d. h. dass stets 

c — c ^ 

ist. 

Es sei für alle reellen f 

gQf) = ^o + ^, cos 9 + ... + c, cos n 9 ^ o, 
o < ^o < ^i> ^ ^ o» • • • , ^. ^ o. 



^') Und natürlich auch för 
wo A > o beuebig ist 
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Es ist 

c. =:-^ r^((p)cos9<Ì9, 
also 
(41) f. — Co = ^y ^(?)(2cos? — i)d<^. 

ist der Integrand auf der rechten Seite von (41) ^o im Intervall ^?^ — > 

sonst ^ Oy also 

^, — ^o^^J ^(?)(2cos9- i)d(p 



** IT 

= — ^(0)1 4 Sin 1 



/— w 



= g(o) , ^ , 



w 



Ko) 



c — c c — c 

10 - ^ "1 "^o 



= -! + 



c — c 



• >-!+ "^ 



1 



= 3,587 • • • 

>3 

Satz (I) ^. — iSi iri df^ analytische Funktion F{s) für \s — sj^r regulär j und 
CS sei eine Konstante A so gewählt, dass für \s — ^ol = ^ (^'^^ ^^* f^^ k — ^J ^ 

^*) Dieser Satz ist in veränderter Formulierung derjenige, welchen ich an der in Anm. ' ') zi- 
tierten Stelle einer firüheren Arbeit im Anschluss an eine schriftliche Mitteilung von Herrn Carathéodory 
bewiesen habe. Hier habe ich die damals gemachte Voraussetzung ^4 ^ o ab entbehrlich Edlen ge- 
fassen. FOr die meisten Anwendungen, welche ich vom Satz (I) mache, würden die älteren, weniger 
priasen HADAliARD-BoREL*schen Ungleichungen genügen. Aber ich berufe mich doch stets auf den Satz 
(V^ da icia Beweis ein£icher ist ab die älteren Beweise jener Ungldchitngen. 
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ist. Es werde 
gesetzt, also 

ß = «f (O- 

Es sei o < p < r. Alsdann ist für \s — s^^f 

(42) |F (Ol ^ IyI + Ißl ^ + 2 ^;ri:7 

finii 

(43) l«^(0l^lßl^ + 2^^- 

Beweis: Wenn F(i) konstant ist, ist die Behauptung trivial, da 

also 

i«f (Ol = ißi 

=ißi;-±f-ißi;^p 

— ' 'r — p ' r — p' 

1^^(01 ^lYH-l«f(^)l 

^lYl + lßl^ + 2^,-:t7 

ist. F(5) darf also ak nicht konstant angenonunen werden; alsdann ist 

ß<^, 

und es ist die Funktion 

H(s) = ^(0 - ß - T' 

- F{s)-A-i-(p-ti-A) 

ßkr |i — *o| ^ r regulär; femer ist 

H(0 = o 
xmd^ iüt U — sA^r 

|H(i)|^i. 

Folglich ist -^^- fax \s — sJiZ,r r^ulir. Nun ist für \s — ij = r 

J^(0|/_L. 
i — ij — r ' 



M) Denn, wenn ^^ die su ^ konjugierte Z^ bezeichnet, bildet die Funktion 

, = (v - •<) - a o - . ^ 

' (v-^+(vo-- 
A JMbeteae »(.Oé^ so anf den Krc' t den 



BEITRAGE ZUR ANALYTISCHEN ZAHLENTHEORIE. 



Ï93 



tun o •< p •< r ist, ist also für \s — -^ol = P 



H(0 



S — s^ 



^^> 



\H(S)\ ^ -L; 

ïse Relation gilt infolgedessen auch für \s — sj{ ^ o. 
Nun ist nach der Definition von HÇs) 



4) 



Wegen 



^^^^ ~ I — H(s) 

- P + Y» I _ /£(,) • 



A-^>o 



lält man aus (44) für \s — sj{ ^^ 



\Fis)\ ^ IPI + IyI + 



2(^ - W-f 



I 



Andererseits ergibt sich aus (44) 



^|^| + 2(^+|ß|). 



I — 



3) 



' 'r — p * r — p 



omit der Satz (I) vollständig bewiesen ist. 

Falls übrigens ß ^ o ist, lässt sich aus (44) so weiterschliessen : 



li^ (Ol ^ ß + IyH- 



2(A - '^)4 



= lYl + ß'^ IP-l-2^ -P-, 

'" ' r — p ' r — p' 

XXVI (2° Sem. 1908). — Suinpito il ■> ma};giu 19011. 
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I--P- 



= ßV^P + 2^^ 



S 6. 

Im § I war bewiesen worden, dass (5 — i)^(0 ^^^ 91(5) > o regulär ist. Ich 
beweise jetzt nach Riemann ♦*), dass ^{s) bis auf den Pol 5= i in der ganzen Ebene 
regulär ist und die Funktionalgleichung 

(45) C(i-0 = ^-^cos^r(OC« 

erfüllt. 

Beim Beweise von (45) werde ich ausser den Eigenschaften der r-Funktion eine 
Identität aus der Theorie der elliptischen Funktionen als bekannt voraussetzen, nämlich 
die CAUCHY'sche Gleichung ^) 

(46) ■+^i'-""=ife("+^l;'""') 

für X >• o. 

Für *")*>! ist 

also, wenn 

y =: n^TCX (n > o) 

gesetzt wird. 






Wird diese Gleichung für « = i, 2, ... angesetzt und über alle diese Werte summiert, 
so ergibt sich, da die links entstehende Reihe konvergiert und rechts alle Elemente 
positiv sind, 

(48) =jr,+"'+(«)<i», 

♦♦) Ich schlicsse mich dem zweiten von Riemann gegebenen Beweise an ; vergL die in Anm. 35) 
zitierte Arbeit, S. 673 bezw. S. 147. 

*5) Vergi, z. B. Bachmann, Die analytische Zahlentheorie [Leipzig, 1894], S. 169-170 und S. 187, 
Fussnote. 

*®) Dass (47) auch fur andere s, nämlich fur fR(s) > o, giltig ist, gebrauche ich nicht. 
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gesetzt wird. Nach (46) ist für jc > o 
Für 5 > I ergibt sich also aus (48) 

=F""(ifeHT)4+.7;)-+p-«')- 

=-x''"""+«^-T-^+Tx-h-+r'"""«')''' 



2 2 






Das Int^al auf der rechten Seite von (49) ist nun für alle komplexen s konvergent 
und zwar gleichmässig in jedem endlichen Gebiete. Denn, wenn ein endliches Gebiet 
der 5-Ebene gegeben ist, so ist für alle x ^ i in ihm gleichmässig 



ms) , I w(<) 

a a 



I*' +x ' \^x' -\-x 

<2X'», 

und es ist andererseits 



00 

<2 



C 



I — «-*' 



I 



also 



|(X' +X ')H*)I<2 



«"'— I 



196 EDMUND LANDAU. 



woraus die gleichmässige Konvergenz des Integrals folgt. (49) lehrt also, dass 

eine ganze transzendente Funktion ist. Da 

I 



auch eine ganze transzendente Funktion ist, ist 5(5 — i)C(0 gleichfalls eine solche, 
also 'C (s) überall regulär mit Ausnahme von 5=1 und etwaiger Ausnahme von 
s = o. Nun ändert sich die rechte Seite von (49) nicht, wenn s durch i — s ersetzt 
wird; also genügt ^(5) der Funktionalgleichung 

(50) r(^)«-^2:(0 = r(L=:i)«-^C(i - .); 

(50) lehrt noi-h, dass ?^(j) auch für 5 = regular ist; in der Tat hat im Punkte 5=0 
nach dem Früheren C(i — s) einen Pol erster Ordnung und bekanntlich — : — r 

eine Nullstelle erster Ordnung. (5 — i)Ç(0 ^^ ^'^ ^^^^ ganze transzendente Funktion *'). 
Die Funktionalgleichung (50) lässt sich nun leicht in die Form (45) überführen **). 
Denn mit Rücksicht auf die bekannten Funktionalgleichungen der Ganimafunktion 

r(5)r(i — 5) = -.-J— . 

^^ ^ ^ sin(wi) 

und 

ris)T(s + ^) = 2V^.2'-^'r(2s) 

ergibt sich aus (50) 

STZ 

^ cos j_^ 

= 2V^.2"r(s) -1:' 'C(0 



^7) Hierfür gibt es direktere Beweise; aber die Relation (49) musste ich ohnehin zur BegFAndoqg 
der RiEMANN'schen Funktionalgleichung (45) (welche aus ihr am schnellsten folgt) abkitcn. 

*^) Übrigens genügt es festzustellen, dass (s — i)î(0 ^^ 9(1 (^ > o regulir ist und« 
s zwischen o und i die Funktionalglcichung (45) gilt, um nach den Gnindprinzipicxi dsr 
théorie schliessen zu dürfen, dass C(0 ^^^^^ ^ûr ÏR(s) ^o existiert und überall die 
C4fJ erfìììlt 



Da — j-^ ^^*^ ^ ' A ' \^ ■ JIM,» 111»-!!- — wii. IBI -^^ -r 



— I, — 2, — 5- .-. Ä 
sr ersten Ordn^ac w e ukl ' ^ju aE: sei it" ist -a&s 



*tr r=r 



OD COS tOft. 

2 _ 

Ferner isi nadî âer Sr ftlr > i grifgy mT ■ mitf 

dar, dass fur 8(0 > - 

■(f (45) ^^ '^^^ ^" ülyir I TUL 2=l ? ■■iw^ — ::. 



Endlich erwafane idi tftt ôk xz3 2r î^- 1: . ' ^ : y'f ^*^ 



?^(x) fìir o << 5 >< I ocgsiT. Û0 ÖXT 

fat ' '' ~ ^ 

Alk von —2,-4. — f, . - . -BETKineœnEa: rnracst N:ìse!ì=i -^ ! m^ 
idso nicht reell and dem SüeSe: 

ingehörig «0- 

Die Funktionalgifichnng (jo) isadc a cnnnsbisaaiv^srL sar I . =k neue rrai- 
timi durch die Gleichung 



'-ö^:«r(i-K*=x:.; 



cbzufuhren. Nach (50) genügt 7(1) der F rrt^V'^nffM'ig.^-^^ — >g 

zO - = 7.(0; 

^ X(0 ^^^ *(0 ^ T regulär ist, ist 7(1) überall regulär, also eine jtaiw^ ttAt\Mttt. 



40) In $ 2 war schon bewiesen, dass keine KoIlsteDe auf der Geraden S^^jt") - \ Hc^t i dAmus 
Jl^ natürlich nach (45), dass die nicht reeüen SuDstellen von \{i) der Un^lcki\uu|i 

o < «(0 < I 
^s&gen ; aher für die nächsten Betrachtungen ist dies unerheblich. 
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dente Funktion, y (s) hat keine Nullstelle ausserhalb des Streifens 

Wird noch stau 5 eine neue komplexe Variable ;j durch die Substitution 
eingeführt und 
gesetzt, so ist für jedes komplexe z. wegen 

d. h. i (jO ist eine ganze transzendente gerade Funktion von 7^ also durch eine 
ständig konvergente Potenzreihe 

darstellbar. Da 
ist, ist 

Wird schliesslich 

gesetzt, so ist 

eine ganze transzendente Funktion von x, die für x ^ o nicht verschwindet. H 
ist vorläufig noch denkbar, dass g(x) eine ganze rationale Funktion oder gar koi 
ist; aber es ist leicht einzusehen, dass dies nicht der Fall ist. Denn sonst wäre 
eine ganze rationale Funktion von j, also a fortiori für ein gewisses m, wenn 
sitiv ist, 

lim^^r^ = o. 



Nun ist aber für 5 > i 



*— 5" 



> r e-'x''~'dx 
>s^"re-'dx 
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also 



X(0> V ^ ^ "^ 



5 — I -|-log*-*-^logw 



^^nras stärker unendlich wird als jede endliche Potenz 



5** ^ ^««log* 



Herr Hadamard **) hat zuerst bewiesen, dass g{x) unendlich, viele Nullstellen 
l>esitzt und dass die WEiERSTRASs'sche Produktzerlegung dieser Funktion die Gestalt 



'«=*-0(-t) 



liat, d. h. dass weder konvergenzerzeugende Exponentialfaktoren erforderlich sind, noch 
."^ror dem Produkt eine Exponentialfunktion auftritt *'). Aus der HADAMARo'schen Theorie 
^«r ganzen transzendenten Funktionen gebraucht man zu diesem Zweck nur folgenden 
Satz, den ich auf dem zur Zeit einfachsten bekannten Wege beweisen werde: 

Satz (H). — Es sei g(x) eine gan:^e transzendente Funktion, welche für x = o nicht 
^^^(tfschwindet. Es existiere ein ^ Tischen o und i (o < ^ < i), 50 dass für alle r^o 
••mJ alle Amplituden ? (o ^ 9 < 2 tc) 

^i) |?(r^^')l<-B^'^ (ß konstant) 

S^Ä Dann ist entweder g(jK) eine gan^^e rationale Funktion, oder g (x) hat unendlich viele 

^^Êlidlstellen Ç, , Ç, , ... ^ für welche 

f- 

'gùrtj und es ist überdies 

K*)=Ko)nO~f)- 

V— I \ ^v / 

Beweis *^: Ich zeige zunächst, dass, wenn g(x) unendlich viele Nullstellen hat, 
rgicrt. Es seien die Nullstellen nach wachsenden absoluten Beträgen geordnet, also. 



«*0 Ét»^ sur les propriétés da fonctions entières et en particulier d'une fonction considérée par Rie- 
f [Journal de Mathématiques pures et appliquées, Ser. IV, Bd. IX (1893), S. 171-215J, S. 2x0-215. 
*') Übrigens ergibt sich gleichzeitig bei ihm die absolute Konvergenz von 

L . ^ »IUP 

ft gewisse p<i. 

/ ««) Bei dieser Darstellung benutze ich Vereinfachungen des ursprunglichen Hia>AiCÂXD'id 
mwtiscs, welche von anderen Autoren angebracht worden sind. Literaturangaben ycr|^ ' "^ 
■^-Il-GUTZMER, Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen [Leipzig, 1906J, & a 
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wenn 
gesetzt wird, 



U = ^ 



Mehrfache Nullstellen sind dabei selbstverständlich mehrfach gezählt. Wird 



(-i)-(-r)='« 

ganze tr; 
ist nach der Voraussetzung (51) 



gesetzt, so ist ^-^ eine ganze transzendente Funktion von x. Auf dem Kreise |x 



und w^en 



^(X)|<j5.^3r,)^ 



also 

Nun ist die Grösse 



^ 3> • • • > r 



^5 



(*) 



<5- 



,(>'.)' 



höchstens gleich dem Maximum von 



1^1 für M = 5r., also 



<,(}'«)' 



Ko)|<b!^ 

« log 2 + log |^(o)| — log 5 < (3 f.)\ 
Für alle « von einer gewissen Stelle an (« ^ nj ist also 



(3 


o''> 


n 

2 


y 




r\> 


n 

2 


I 

7 




> 


n 
6 


j 



Wenn y) > i ist, ist also für alle « ^ «^ 

03) ■^<(Tf' 

also 
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Speziell für TQ = I ersieht man, dass 

00 T 00 T 

an bisher bewiesenen folgt, dass unter den Voraussetzungen des Satzes (H) 

'«='""0('-t) 



'«=-""0 {■-■&) 



c) eine ganze transzendente Funktion bezeichnet; denn, wenn^ (jc) unendlich 
eilen $^, Ç^, ... hat, ist wegen der Konvergenz von (52) 



0(-i) 



transzendente Funktion ohne Nullstellen. Es bleibt zu beweisen, dass die 

5) und (56) auftretende Funktion k(x) eine Konstante ist. 

e drei Fälle in den allgemeinsten, (56), zusammenzufassen, verstehe ich unter 

0(-t); 

nur endlich viele Nullstellen S, , . . . , ;, hat, das Produkt 

0(-i) 

g(x) keine Nullstelle hat, den Wert i; ich beweise zunächst: Wenn 0> 5r 
es oberhalb jeder Schranke ein r, so dass für x = re^* und alle Amplituden 9 



IO(-i)l 



>.-' 



>t im Falle der Gleichungen (54) und (55) klar, da alsdann das Produkt 
I hat bezw. als ganze rationale Funktion von x mit x dem absolutem 
:h unendlich wird. Es ist also nur der Fall zu behandeln, dass unendlich 
rhanden sind, 
de so gewählt, dass 

Mmt€m. Pakrmot t. XXVI («o ,em. 1908). — Sumpato U la magj^io 190S. ^ 



Wîjgx àer KocTPsr^Kzz toc 



Ite Î-JI ì>Tamfìi"f- vkât « 

0» ^^. > ^ -f ^ 

e. ?:*. e» pyi tss. òtsu Mìcépooki o mnrìir^ rìde tod Wanda finde Krdsrìng 
IhM 2. l>a:n mare f^ £jt u 2^S 

Ki Wirt, wit dit wiedcrfaobe Anwendong too (£o) agk, for aDe m ^ o 

jIso TjS) divtrgtot. 

Es fd nun ^ = q(r) fur r < — ^ ak o ood fur r ^ — ^ ik die kleioste p 
gaozt Zahl dtfioiert, fîQr wekhe 

ist; jT wichst tnoDOton mit r ins UnendEdie. W^en (53) ist, weil ti }> ^ isi 
dfieni gewissen n an 

und ausserdem sci r den drei Bedingungen (62) bis (64) unterworfen, von de 
zwei ersten für alle hinreichend grossen r gelten, während die dritte für ] 
wilhlbarc beliebig grosse r erfüllt ist, so dass die drei Bedingungen verträglich 1 
unendlich viele r, worunter beliebig grosse vorkommen, erfüllt sind: 

(62) ?<(2r)\ 

(<55) Ì2ryìog(2r)^(2ry±^ <r^, 

(64) |x — 5v| > I für |x| = r und alle v ^ i. 

(62) gilt, wie vorher festgestellt war, für alle hinrdchend grossen r, (^6}] 
bar auch wegen 

>i<e; 

(64) gilt für passend gewählte beliebig grosse r nach (59), da man im Falle 



also von einem gewissen n an 
von dnem gewissen r an ist also 

Es sd nun 
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r = ^jL+I- 



Q braucht. 

^w='"-'O0-t) 

|xj = r, wo r grösser als — und grösser als —^ ist und ferner die drei Re- 

2 2 

(62), (63), (64) erfüllt. Das Produkt werde in zwei durch v = y geschiedene 
rl^: 

.-'-vw=tl(--i)Ó,(--Ì) 

ïn Produkt rechts, welches wegen r > — ^ mindestens einen Faktor enthält, 

(64) 

5v ! ig 

I 

nach (61) und (62) und mit Rücksicht auf die Festsetzung r > 7 



^(-f)|>rT^ 

I V— I \ *tv / 1 '1 q 






ten Produkt auf der rechten Seite von (65) ist nach (61) 



5. 



-V. 



für o < « ^ ^ 






= < • ■ 
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ist, ist 



ln(-f)hn(--|fl) 
-li-. 



00 






00 

— ^ y -Î- 

00 

(67) =e *="*. 

Aus (6j), (66) und (67) folgt 



^-''""^wi=|n(^-f)| 



also wegen (65) 



Iö(-t)l 



womit (57) bewiesen ist. 

Für jedes r, das (57) erfüllt, ist nun 

also nach (51) 

«*(x)<log5 + r* + r®. 
Nach der CARATHÉODORv'schen Relation (42) ist daher, wenn 

. s = x, f„ = o, F(0 = *(*), P=-7 
gesetzt wird, für |x| = — 

r + - - 

l*WI < IHo)| + |*(o)| ^ + 2(log5 + r^ + r«)_i-_ 

2 2~ 



= 4l*(o)| + 2logB + 2(r^ + A 
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2 



io besagt dies : bei g^ebenem O >> :r ist für unendlich viele Ry unter denen 
Lg grosse gibt, auf dem Kreise x = Re^' 



"ür jene R und alle ti ^ i 



t für alle fi N^ I 






C^ = O, 



) eine Konstante, womit der HADAMARo'sche Satz (H) vollständig bewiesen ist. 
behaupte nun, dass die Voraussetzungen des Satzes (H) für diejenige Funktion 
ûllt sind, welche nach dem Früheren mit ^(s) durch die Gleichungen 



i(izii)c(or(i).- = ,w 



n ist. Jedem Xy6o entsprechen nach (68) zwei verschiedene 5, deren Sunmie 
•er die linke Seite von (69) hat eben für zwei solche s denselben Wert. Zu 

gehört mindestens ein 5, das der Halbebene 81(0 ^ T angehört. Wird ein 

gewählt, so ist für r = |x| > 10 wegen 

I^I^T + VR 
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Ferner ist 



nun ist für -^ ^ ^ Z^ 2 



fu' du 

■'(t)<-.'' 



9 

2 5* 



für 9 >> 2 erhält man, da stets 

< 



-[t]+') 



T^ 2 






Also ist jedenfalls für r > lo, Ä(0 ^ t 

C'O Kt)I <"..''""'■• 

Nach (69), (70) und (71) ist für \x\ > 10 

I / M ^ 21/7(2^7+ l) ,^ i^^logr -i 



<^40« 



2 

l^logr 



37' 39 



40- y 

3 



also fìir alle x 

Da überdies ^(x) keine ganze rationale Funktion und 

^(o) #0 
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ist also 



wie oben festgestellt wurde, so hat g(x) nach dem Satz (H) unendlich viele NuUr 
lien, für welche die Summe der reziproken Werte absolut konvergiert, und es ist 

K')=Ko)n(^-:^)- 



^(^s) hat daher im Gebiet o^Ä(5)^i die unendlich vielen komplexen Wurzeln 

mvergiert, ist die Summe der reziproken Quadrate der Wurzeln von ^(5) absolut 
mvergent. 

Wenn rechts in (72) jeder Faktor in zwei Linearfaktoren zerlegt wird, so ist das 
itstehende Produkt 

onvergent. Werden also die von — 2, —4, — 6, ... verschiedenen Wurzeln von ^(5) 
i derjenigen Reihenfolge mit a^, «,,... bezeichnet, dass die beiden Wurzeln 
i Vï^i den (2v — i)-ten und 2v-ten Platz einnehmen, so ist 



0('+^:^)=öf5^ 






-tx. — 



75) 



Da 



'Qvergiert, ist 



00 T 
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konvergent; denn es ist 



-L.4.jL = _J__4._ ^ 



I 



T + Î.' 



— +- 
a a 



It + 5v 



Also konvergiert auch Ida überdies Yj — p konvergiert! 



Si-t«. 



■' I — 



2 a 



Aus (72) und (73) ergibt sich w^en der Konvergenz von (74) 

C(0 = 



«=.-^F(ZTÔ'^Cl(-i). 



WO c eine Konstante bezeichnet. 

Es ist also in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Nullstellen und des Pols 

Nun ist für 8l(5)> i 



(t + O 



^'(0_y log/» 



also ist für ff > I, t ^ o w^en (75) 



(76) 

wenn 

gesetzt wird, wo 



yJ^ = _J_log. + L_-. 

I \ 2 ^ ' 2 / ^ I 



■•(Ì + ' + tO 
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und wenn in (76) auf beiden Seiten der reelle Teil genommen wird, so ergibt sich 
^\ogpcos(mtlogp) 



logpcosjmtìogp) _ I . I q— I 



^""^Ki^'+H 






Zur weiteren Untersuchung ist hier folgender Hilfssatz erforderlich : Für 0^(1^2, 
:^ 2 ist 

T 

9) 



ris) 



r einen späteren Zweck werde ich gleich auch feststellen **), dass für o^<7^2, t^2 



r(.) 



<'»« + i°g* 



Es ist nämlich 



so 



rds)-^^ s ^èi\s-\-n n ) 
= CH ^y_—r—i — N- 



ûr o ^ <T ^ 2, * ^ 2 ist daher 

r'(0 



r« 



2 ^î ny(<j + ^) + ^ 



io) 
ierin ist 



<c+4-+(2 + oî 



l T 00 T 

» n.t ' nÄi « . n 



ÏS ergibt, 


in (80) 


eing« 
Vis) 


_log* 4. 
setzt, 

<c + -f + (2 


I 

+ 0( 


s) 








<«4,l0g*- 





53) Schärfere Abschätzungen sine bekt 

Mnd. Oft, MéUtm. Pmkrm^, t. XXVI («O «r 
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In (77) ist für I < <7 ^ 2, ^ ^ 4) da alsdann 



0<-f <^+I^2, 

also (78) anwendbar ist, 

— 2 



^2, 



'•(i + ' + iO. 



■■•(f + - + T') 



■•(t + ' + tO 



Demnach ist für i < ^^ ^ 2, ^ ^ 2 



< «4« log t- 



m 



(77) ergibt also für i •< » -^ 2, * ^ 2 



<«47l°g*' 



^ log /> cos (m flog />)_!_ ioß,_t 'L^lh 



<«.log*-|(,^-^/-^;^. 



(81) 

(82) <a^Mt; 

denn in der Summe auf der rechten Seite von (8i) ist wegen 

jedes Glied posiriv. Wenn man an die Bedeutung der linken Seite von (82) denkt, 
sagt (82), dass für i < c ^ 2, t^2 



(83) 
ist *♦). 



-«m^+ii)\<. log. 



p + Y* bezeichne eine beliebige Nullstelle von ^{s\ für welche 

Y^ 2 



54) Also gilt eine Relation der Gestalt (83) natürlich fur / ^ 2 mit allen a ^ i. Denn för/^ 
c = I ist 



V^o + 'O/ '-V Vu« + '•■)// 

^a48log'. 



und für 9 X 2 ist 






^- 



^(0 

«2) 
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^). Wenn in (8i) ^ = y gesetzt wird, ist in der Summe rechts ein Glied 

_ <y — fi _ I 

d auch alle anderen positiv. (8i) ergibt also für i < <j ^ 2 und alle Nullstellen 
-j- Y», bei welchen y X 2 ist, 

y log /> cos (m Y log /)) i_ 

2. f,ma <. ^48 AOg Y <y __ ft ' 

Aus (84) folgt wegen 

— cos 9 ^ Y + Y cos' (p 

= i.-|.l.COS29 

4 ;(<i) 4 \;(ff + 2Y»)/ 

lach (83) ist nun für i ■< <ï ^ 2 und alle y ^ 2 wegen 2^ ^ 4 >• 2 



VC(ff + 2Y0/ 



86) < «49 log Y ; 

»ner ist mit Rücksicht auf die Existenz von 

ör I < <7^2 

'^ C(<i) ^ a - I ^ '»' 

US (85), (86) und (87) folgt also für i < u ^ 2 und alle Nullstellen ß + Y» von 
(i) mit Y ^ 2 

(88) lehrt zunächst nochmals, dass 

ß<i 
(wie schon in § 2 festgestellt wurde); in der Tat könnte sonst (88) für kleine 



•fi ^ '-' -îi» oberen H albebene Y ^ 2 ist, ist 
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d — I nicht mehr giltig bleiben. Ferner ergibt sich für 

* logy 
wo a dne noch näher anzugebende Konstante ist, die vorläufig nur den Bedingunj 

unterworfen sei (damit 

1 <<I^2 



ist), 



< TZ log Y + «5. log Y> 



a . « 4« 



4« 



+ -. 



i-ß> 



(i + """') 



log Y 



(90) 



I 

a OL 

_ 4 '* 






Der konstante Faktor von : auf der rechten Seite von (90) ist für alle hinreic 

log Y 

kleinen positiven a positiv, a kann also so gewählt werden, dass (89) erfüllt ist 

jener Faktor positiv ist« Also ist 

Die Nullstelle ß + y î hat also von der Geraden mindestens den Abstand — r- 

$1 
Dies ist das berühmte Resultat von Herrn de la Vallée Poussin, das ich in e 

Anschluss an ihn hergeleitet habe, und das sich auch so formulieren lässt: 

Es gibt eine positive Konstante a, so dass im Gebiete 

s = (7 -{- tij ^ X 2, <y ^ I 



a logt 

ist. 

Nach Reproduktion dieser aus der Theorie der RiEMANN'schen Zetaftmktioi] 
kannten Dinge (vom Beginn des § 6 an) fahre ich nun in meinen cigfinfn Um 
chungen fort. 
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S 7. 

behaupte, dass, wenn b eine gegebene positive Konstante bezeichnet, für 

— log^ — 

eichung 

Us)\<aJogt 
id nämlich zunächst ^^ ^ 2 so gewählt, dass 

inn gilt für 

> o die Gleichung 

y^x _ ^' I , I I ^ r udu 

^^'^ ~ lèi «' "^ 5 - I (m + ly-' '•Äv Jo (n + ur*- 

erin m = [t] gesetzt wird, ergibt sich für 

« log. -^"l*'« toi7 



< (f + i)'"«' a„log/ + (/ + i)"»«' -\-2t- 



logt 
en 

t log<(-n) 

(f _|_ i)logi == g log« 

I^(0I< «5««J5 log/ + «5, + fl,, 

;t fur 



« log' 

I I 

t log' 
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und für ^ 2:^^ 2, <y > 2 

Us)\ < a,. 

so dass (91) vollständig bewiesen ist. 
Daraus folgt für 

wo a die Bedeutung des de la Vallée Poussm'schen Satzes am Ende des vorij 
Paragraphen hat, 

Nun ist die für 8i(i)> i durch die Reihe 

r-- 

definierte Funktion 

F(is) = logi:(s) 

im Gebiet (92) nach jenem Satze (C(i)=?^o) regulär; also ist dort 

«F(i) = 8llogi:(i) 

= iogi^:wi 

<log««j + loglog* 
(93) =fl,^-j- log logt. 

In der Formel (4}) des Satzes (I) 

(43) l«^(^)I^IPI^ + 2^7érp (l^-^ol^p<0 

setze ich nun 

" ' a log* ' ' 

wo 

o<S^i 

ist und S vorläufig konstant ist, aber auch von t abhängen darf, femer 

-Î--I-X 

und werde über p noch später verfügen. Ich konstatiere zunächst, dass die Vorau 
Zungen des Satzes (I) für ^ ^ ^^ c^*füllt sind, wo t^ absolut konstant und auch 
S unabhängig ist. Denn für alle hinreichend grossen t^ gehört der Kreis 

ganz dem Gebiete (92) an, d. h. jeder Punkt tt-f-i' i dieses Kreises erfüllt die BeziehuDj 

(95) V ^ 2, I i ^ u. 

^^^ — ' fl logt; — 
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Tat ist die kleinstmögliche Ordinate 

— a logt 



lalogt^ 
: alle hinreichend grossen t grösser als 2 ; ferner ist die kleinstmögliche Abszisse 



uXi + 






a log ^ a log t 

I 



igen 



v^t + 



2 a logt 



a logt 



^>+ ' 



2 a log ^ 



I I . I I 

I 1 Z. I — 



alle hinreichend grossen t 



> " 



1 die Relationen (95) für ^ ^ ^^ erfüllt. (43) ist also für t ^ ^^ anwendbar, 
f der rechten Seite darf 

^ = ^65 + log log ^ 
werden; denn nach (93) ist für t ^ t^ auf dem Kreise \s — j^| = r 

«F(.)<a,, + loglog(.+ ^-^^) 

< «6j + log log *• 

e Grösse |fi| in (43) betrifft, so ist hier 

IPI = l»FOJ 
^ |F(OI 



für o < e ^ -Î — - 



C(i+0<^, 



log2:(i+0<% + >' 
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Aus (97) folgt also 

(98) = a„ + log y 4- log log t. 

(43) liefert unter Benutzung von (96) und (98) für *^<o, \s — sji^ft wo o<p<f 
ist und r den Wert (94) hat, 

(99) |«F0)| < (fl« + log-^ + log logt) '-i| + 2(a,, + loglogO;^p. 

Hierin waren a^^ und a^^ von tj p und S unabhängig. Ich nehme nun zunacha 
das positive X(^ i) als konstant an. Dann schreibt sich (^99) einfacher so: 

(100) 1» F(5)| < (a,, + log log O^p + 2 K, + log log ^p . 
Es war 

ich setze 

_ S 

P~alog^ ' 

Dann gilt (100) speziell im Punkte s =, i -j- ti^ der den Abstand p von s^ hat, und 

ich erhalte für ^ X ^^^ 

|«F(i + ti)\ < (a„ + loglogO^^ + 2(fl,, + loglogOy 

a a 

= (i+8X)loglogt + a^„; 
für t ^ t, ist also 

i«F(i + ti)|< (I + 8 S) log log * + ^ log log * 

logico + n-)| = « log C(i+fO 
= «F(i + »0 
>— 0+9^) log log*, 

'^ ^ -"^ log'*»** 
Wird 

9S := • 

gesetzt, so ist also bewiesen ") : Nach Annahme von « > o gibt es ein t, = ',(') 
so dass für alle t ^ *, 



1^0 + 'Ol > 13^ 



5^) Daraus, dass die Behauptung fur ein e gilt, folgt sie natürlich auch ft* 
Mit o < 8 ^ I, d. h. o < e ^ 9 ist sie also für alle e > o bewiesen ; im t* 
nientarerem Wege im $ 3 fur e = $, also alle t ^ $ schon nachgewicstfr 
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Inders ausgedrückt: Nach Annahme von e > o gibt es ein ^ = ^(e), so dass 
^2 



l^(^+^OI>f-|^ 



§8. 

!ch kehre jetzt zur Ungleichung (99) zurück, in welcher a^ und a^g von S un- 
igig waren, und welche für * ^ <„ galt, wo auch t^ von unabhängig ist. Es 
nur 

o<S^i 

lerlich. Ich werde über $ ab Funktion von t noch verfügen und setze auch hier 

^ a log ^ ' 
liefert (99) speziell im Punkte 5^ = i -|- H für < ^ /^ 

PO + *0I < («« + log ^ + log log <)(i + 4S) + 2(a,, + log log O2X 

(i + 4) + logy + 4^1ogy + loglog/.(i + 4S) + 20^^.2 + 4Sloglog^ 
vegen 

|9lF(i + tt)\ < (I + 8S) log logt + log-i- + sa,, + 4^ + ^% 
= (I + 8S)log log t + log 4- + a^,. 



«Nunmehr setze ich 



log logt' 



Ä'trklich von einem gewissen / an kleiner als i ist. Für t ^ t, erhalte ich daher 
|5RF(i + ti)\ < log log t + 8 + log log log t + a,„ 
log 1^(1 + 'Ol > — log log t — log log log t — fl„ , 

|î(i + 'Ol > — lögMoglog/- 
Ï X 3 ist also 

r.(i+'OI>:;^ 



a., log Mog logt' 
ich habe bewiesen, dass 

lim inf log t. log log t\^(i + ti)j :^ 

a. Ort. MMUm, P^Urmo, t. XXVI (a» sem. 1908). — SttmpMO ^ 
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§9. 

Ich schicke nunmehr zwei allgemeine Grenzwertsätze über reelle Funkrionen vor- 
aus, denen ich in der Literatur nicht begegnet bin ^. 

Satz (IH). — Die r teilt Funktion (p(x) sei für x > x^ definiert, stetig und äffer» 
tiierbar; x(f'{x) wachse monoton mit x, d. h, für x^ < ^, <C ^^ ^^ 

Es sei ferner 

(loi) lim^^=i. 

Dann existiert 

und es ist 

(102) lim(p'(x) = I. 

Beweis : Nach Voraussetzung ist <p'(^) für alle hinreichend grossen positiven x po- 
sitiv; denn sonst wäre, da x<p'(x) monoton wächst, x(f'(x) für x > x^ negativ, abo 
(p'(x) für alle positiven x > x^ negativ, was mit (loi) nicht verträglich ist 

Es sei S > o gegeben. Dann ist nach Voraussetzung 



und 



Um ^(^ + ^^) = lim iH^?(^±_M 
«-« Sx '■=• Sx x-f-Sx 



) 



also 



--«Sx SS 



(103) = I. 

Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, wenn g die untere, G & 

obere Grenze ^) von <f'(j) für x ^y ^x -\-^x ist, 

(104) . g Z, ^-^ ^ ir^ ^-^^ Z^ G. 



57) Dort pflegt umgekehrt unter gewissen Voraussetzungen von (102) auf (loi) bcrw. vcm(n*) 
auf (in) geschlossen zu werden. Man kann die beiden Satze (III) und (IV) viel allgemeiner bss^'* 
ich ziehe aber vor, sie gerade so zu formuUeren, wie ich sie fur das Folgende am bequemsten ge^ 
chen kann. 

5®) Um auf den Beweis des Satzes (IV) vorzubereiten, habe ich hier die Grössen ^muKfO^ 
fuhrt ; natürlich kann man hier statt dessen auch schliessen : 

u. s. f. 
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ach Voraussetzung ist ferner für x ^y ^ x -\-^x 

/ird a > o so gewählt, dass 

9'(a)>o 

t, so ist also für x^a und x ^y ^x -{-^x 



i^y ^ ' x + Xx^ ^ '— y 

Iso für X ^ Ä 

i+S 
LUS (104) und (105) folgt für X ^ a 

106) -frf W ^ ^C^ + \^)-^(^ i ^ (I + Jî),'(x + JJx). 

I 4" S ox 

lach (103) ist nun für alle x ^ Ç, = S,(X) 

•07) _^< 9(^ + y-9(^) ^,^S. 

I 4" ^ ^x 

Js (106) und (107) ergibt sich also für alle x ^i^ = S,(X) 

d 

glich 

08) 9'W<(i+S)' 

id 

09) Î— - < 9'(x + Sx). 

'ird in (109) X statt x-f-Sx=(i -|-S)x geschrieben, so ist also für x^(i-}-S)Çj 

^ (i + S)' ^ ^ ^ ^ 

US (108) und (iio) folgt für alle x ^ $, = ^^(S) 

h. es ist 

lim9'(x)= I, 

^ ZU beweisen war. 
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Satz (IV). — Die r teilt Funktion (p(x) sei für a* > a-^ definiert und stetig; ^\x) 
existiere für alle x> jc^ mit etwaiger Ausnahme einer Folge von Punkten ohne Hàufun^s- 
stelle im Endlichen ; d. h. 9' (x) existiere für 

Xo<x<x^, X, < X < X,, . . . , X._ , < X < X,, . . . , 

wo x^ mit n ins Unendliche wächst. In den Punkten x, , x^ , . . . , x, , ... existiere der 
vordere Differentialquotient <p!^(x) (^dessen Existen:^ also für alle x> x^ vorausgesetzt wiri). 
X(f'_^(^x) wachse für x > x^ monoton. Es sei 

(111) limiW^i, 

XimOa X 

Dann existiert 

limçKx), 

und es ist 

(112) lim9l(x)=i. 

Beweis: Nach Voraussetzung ist ?!^(x) für alle hinreichend grossen positiven x 
positiv; denn sonst wäre ?!^(x) für alle positiven x > x^ negativ [da X9^(x) mit x 
monoton wächst]; 9(x) würde also nicht positiv unendlich werden können, wie es 
(iii) verlangt. 

S > o sei gegeben. Nach (m) ist 

y^90H-Sx)_900_ 

Sx 
also für x^$. = $.(S) 

("3) —n< i — i^^<i + x. 

I + Sx 

Auf der Strecke x^y^x-\-ix liegen höchstens endlich viele der Punkte *, , x,, ..., 
in denen die Existenz von <p'(x) nicht vorausgesetzt wird. Also gibt es jedenfalls eine 
Zahl V und v Punkte ^, , • • • , ^v , so dass für 

'^<y<y,^ y,<y<y2, ■•'■> y*<y<x + ^x 

<f'(y) existiert. Nach dem Mittel wertsatz ist nun 

[ ? (>.) — ? W = 0. — *)9' (»io)> 

(i 14) ) ^O.) — ?(:y.) = (y. — >.)?' (»i.)» 

( ?(x + s x) — 90-,) = (x + Äx — y,)9'(T),), 
wo 7)^ , . . . , Ï), je einen Punkt in dem betreffenden Intervall bezeichnet. Nun ist nach 
Voraussetzung für x ^y ^x -\-^x 

^9: W ^yf'M ^ (* + «*)9l(* + «*), 

also wenn a > o so gewählt ist, dass f'^ (ö) > o ist, für x ^ a 

-:j:y ?i w = 7:pi^?u*) ^ f ?: w ^ 9IO') ^ ^^^?u* + J^*) 

^^^4^9U^ + Sa) = (I + S)9;(x + Sx). 
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IS auf der rechten Seite des Gleichungssystems (114) auftretende 9'(^i) ergibt 
so (X = o, I, 2, . . . , v) 

[14) folgt also durch Addition 

?(* + ^^) - T w ^ (^ + J^^ - *)(! + «)?;(^ + î^^) 

?(^ + ^*) - ? W ^ (^ + ^x - x)-i-^?U^), 

I + ö 

I -|- s ox 

[1 3) und (115) folgt für alle x ^ $, ^ $,(^) 

I -f-ò 

ir aUex^$, = $,(S) 

(112) bewiesen ist. 

LUS den Sätzen (IH) und (IV) ergibt sich der 
ATZ (V). — Es sei 

c^^o (n=i, 2. 3, ...) 

eine gan:^e *^) Zafe/ ^ o. Es sei 



existiert 

; ist 

lim 



m Falle ^ = o ist hierbei unter log^( — | der Wert i zu verstehen, auch für 

hirch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich: Wenn (ii6) für irgend 

>) Übrigens gilt der folgende Beweis von (V) auch fur nicht ganze positive X, wobei X! durch 
i), (X -{- i)I durch r(X -j- 2) zu ersetzen ist. Aber diesen allgemeineren Satz habe ich bisher 
Primzahldieorie nicht verwerten können. 
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ein ganzes ^ ^ o gilt, so ist 



I ^* 
lim — ^c. = I. 

X-» X AT, " 



also 



Beim Beweise des Satzes (V) wird für ^ ^ i der Satz (IH), für X = o der schärfe 
Satz (IV) angewendet werden. 

Beweis : Es werde zur Abkürzung für alle x > o 

gesetzt. Für nicht ganzes x ist offenbar 9(x) differentiierbar und 
Wenn x ganzzahlig ist, so ist für o << fc < i 

K«+*)-,w = çrqh)ili'-K'C-^V"^'(T))' 

für o > fc > — I 

Ita ü'+Jl=iia = _L JL 5;,.,og'(iV 

Folglich sind für ganzzahlige x der vordere Differentialquotient <f'^(^x) und der hinti 
Differentialquotient <f'__{x) vorhanden. Im Falle ^^ ^ i stimmen wegen 

beide überein, so dass ^'(x) für alle x > o existiert. Im Falle > = o sind 9!^(^)tt 
9^(x) bei denjenigen ganzzahligen x von einander verschieden, für welche 

ist, mdem fur ganze x 

ist. 

Wenn nun zunächst \ X i angenommen wird, so ist für x > o stets 

(■■«) Tifr|'-'<«'(v) = ''■«= 

also wächst x f ' (x) monoton mit wachsendem x, da dies von der Summe links gib 



H^9(^ + <')-9(^)^J_ I ^ 
fe X X ! An 
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nach der Voraussetzung (ii6) 

so ist der Satz (III) anwendbar und liefert 

lim9'(x)= I, 

•mit wegen (ii8) die Behauptung (117) bewiesen ist. 
Wenn X = o ist, so ist für alle x > o 

•* »—1 
•l(x) wächst also monoton mit x; da alle Voraussetzungen des Satzes (IV) erfüllt 
d, ist er anwendbar und ergibt 

lim?;(x)=i, 

Dmit (117) auch im Falle ^ = o bewiesen ist. 
Aus dem Satz (V) erschliesse ich jetzt den 
Satz (VI). — Es sei 

it Folge reeller Zahlen mit endlicher unterer Gren:^e, d. h. 

19) K^ — gy (n=i, 2, 3, ...) 

) g eine positive Konstante ist; es sei X eine gan^^e Zahl ^ o. Es sei ferner 

«) ëi;tI;'-''«'*'(t) = °- 

ann existiert 

I j' 

lim — y *H , 

x-00 X ;fe-| 

ü es ist 

21) lim -- y i = o. 

Beweis: Bekanntlich ist für ganzzahliges XXo 

»™«» X t^i \ n / 

nn die für x ^ i wegen des monotonen Abnehmens von log^^' I — 1 mit wach- 
idem «(i-^'^-^x) giltigen Ungleichungen 
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liefern 



= O(log'^' x^ — xj" log'*' V ^^- 
= 0(log'-x) + x^'log^'i;^, 



= r(x + 2) 

= (X+i)!. 
Aus (120) und (122) folgt, wenn 

•A i ^ ' 

gesetzt wird, 



= JLlin,J_^_^yiJog^'(i^\ + lim-L^_J-^tlog^'(-) 
^ ,_, X (> + 1) ! én • ^ \ « / ^ x_ X (X + 1) ! ifci * \ « ' 



= i; 
da nach (119) 

ist, ergibt der Satz (V) 



I J' 

lim — y c= I, 

taT(yl;*. + M)=-. 

(121) lim -J^ Y J, = o, 

was zu beweisen war. 

Ich komme jetzt zu einem für meine Zwecke sehr wichtigen Grenzwertsat^ ^ 
Integrale analytischer Funktionen: 

Satz (VII). — Es sei ^{s) eine analytische Funktion, welche für alle endliche^ 
dem reellen Teil i regulär und so beschaffen ist, dass das über die unendliche Gtf^ 
I — 00 i bis i -\- Qoi erstreckte Integral 

/•H-ooi 

absolut konvergiert^ d. h. dass 
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onvtf giert, x bei^eichne eine positive Gròsse, x' die gan^ transzendente Funktion ^'^°^', 
'0 log X den reellen Wert des Logarithmus bedeutet. Dann ist bei geradlinigem Integra- 
ynsweg 

lim— / x'^(^s)ds=o, 

b. es ist 

Um r x*'^(i '\-ti)dt = o. 
Beweis: Die (absolute) Konvergenz von 

ht jedenfalls fest, da 

|x'*"'| = X 
. Das Integral 



J'2±\x^-"^(^i + ti)\dt 



t aus demselben Grunde für alle x > o gleichmässig konvergent. Wenn S > o ge- 
eben ist, gibt es also ein T = r(S), so dass für alle x > o 

'23) 1^ r'"x-^is)ds - -^ r''x'ifis)ds < s 

I * Jl-<KÌ * J i-Ti 

•t; denn es ist eben die linke Seite von (125) 

=\i r x"i/{i -\-tt)dt-\-i r x"ifii -{-tt)dt 

is unabhängig von x für alle hinreichend grossen T beliebig klein ist. 

Da ^(5) für 5 = I -f" '*> — T ^t ^ T regulär ist, gibt es ein Rechteck 
24) I— e^<r^i, —T^t^T, 

welchem ^ (5), also auch x' ^ (5) für jedes x > o regulär ist. Seine (positive) Dicke 
wähle ich so klein (e = e(S)), dass 

25) f \^(<T+Ti)\dc<:^ 

- 1/1— t 

id 

26) r iK<r — Ti)\dfs<:^ 

»/l-t 

Ich wende nun den CAUCHv'schen Integralsatz auf den Integranden x'^{s) und 
e Begrenzung des Rechtecks (124) an. Dann ergibt sieb bei geradlinigen Int^ra- 
^nsw^en 

/ x'^is)ds= / x'if(s)ds-i- / x'^(s)ds-i- 

iiud. Circ, hUUm, Palermo, t. XXVI (a<> sem. 1908). — Stampato il 15 maggio tfBÊ* 
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also wegen (125) und (126) für alle Jc X i 
It/i-r» I t/i-t •/-r «/i-« 

<x'-*jyci-t+tt')\dt-\-2ix, 

I ^ t/i-r.- I J-T 

also nach (123) für alle x l:;^ i 

(127) 14 r"x-Hs)ds <x' TlKi -e + ^0M^+3Ì. 

Hierin hängen T und e nur von X ab, also / |^(i — e -j-/i)|d/ desgleichen. Für alle 
X von einer gewissen Stelle ab (x X Ç = Ç (X)) ist also 

x-'fjKi-t-\.ti)\dt<^, 



also nach (127) 



I •* «/i_oei 



womît der Satz (VII) bewiesen ist. 

Ich gebrauche im Folgenden noch eine spezielle bekannte Integralformel **): 
Wenn x > o ist, v eine ganze Zahl ^ 2 bezeichnet, a > o ist und über die ganic 
vertikale Gerade a — 00 i ... a-f-ooi integriert wird, so ist 



r^' x' ( = o 

-(v_i)! 
Die (absolute) Konvergenz des Integrals steht wegen 



für o < X ^ I, 
log^"' X für 



X X I. 



X* 



(« + '0' 

von vornherein fest, und es handelt sich darum, festzustellen, dass 



(/go) 






^5 



den durch die rechten Seiten von (128) angegebenen Wert hat. 

i) Wenn ^X i ist, werde r^ a angenommen und von a — ri bis ö-f-rJ 
statt über den geraden Weg über den Halbkreis 



®°) Dieselbe ist schon von Herrn Hadamard in der Primzahltheorie verwendet worden ; vergi. S. 211 
seiner in Anm. ') zitierten Arbeit. 
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ll'J 



w:^ ^egriert. Nach dem CAUCHv'schea Integralsatz ist, da der Integrand im Punkte 5 = 
iixaen Pol mit dem Residuum -j-^ r^ hat und sonst regulär ist, das geradlinige In- 



tgral 



a-^rt^i 



Cx29) n'^^ds = , ^^\ log^-'jc+ r ""'^^ . riàrdo. 

b*»Iun ist wegen 



SiJ50 



X ^ I, COS9 ^ o 

x'^^»^ ^ I, 

3W 






z. 



i9» 



•rcx*, 



also nach (129) 



lim / r-fi^^*d<p = o, 

lim / -^^5 = ;^ ^^Arrlog^'-'X. 



2) Wenn o <[ x ^ i ist, werde von a — ri bis a-^ ri statt über den geraden 
Weg über den Halbkreis 

^tegriert. Da der Integrand zwischen beiden Wegen regulär ist, ergibt der CAUCHv'sche 
Satz 



w^en 

ist auch hier 

also 



a 

O < X ^ I, cos<p X o 
x'^°'^ ^ I, 



L/:^^' 



/a y<i-»-rco«9 



l 



lim / —57-^5 = o, 
womit (128) vollständig bewiesen ist. 



228 EDMUND LANDAU. 



S IO. 

Eines der Hauptziele der vorliegenden Arbeit bildet der 
Satz (VHI). — Es habe die DiRiCHLET'5CÄf Reihe 

mit reellen Koeffizienten b^ ein Konvergenigebkt^ d. h, es sei 

(131) K= (^x') (c konstant). 

Es sei ferner die untere Gren:(e von b^ endlich, d. h. für alle n 

b^^ — g {g konstant). 
Es sei die im Konvergen'Zgebiet durch (130) definierte Funktion f(j) für 91(5) ^ i ^^ 
gulär und erfülle für ^ ^ i, ^ ^ i die Ungleichung 

(132) 1/(5)1 < B^ (ß und k konstant). 
Dann existiert der GrenTitvert 

x-00 X ' 

und es ist 

lim-i— ^ — ^— ^ ! — Î = o. 

x-o. X 

Beweis : Da mehrere hier anzuwendende Kunstgriffe im vorigen Paragraphen ab 
besondere Hilfssätze vorausgeschickt worden sind, wird der eigentliche Beweis des Sat» 
(Vni) ziemlich kurz sein, c darf ^^ o angenommen werden, da sonst der Satz trivial 
ist; ebenso darf k ^o angenommen werden, da sonst (132) a fortiori für ik = o git 

Die Reihe (130) ist nach der Voraussetzung (131) für 9l(5)>c + i absolut 
konvergent. Es werde Y > ^ + ^ gewählt ®'); dann ist 

» h 

für 8ï(j) = Y absolut konvergent, v sei irgend eine ganze Zahl > i -j- i ; dann ia 
auch das geradlinige Integral 

wo X > o ist, absolut konvergent; denn v ist > i, und \f{s)\ liegt für 5 = y+'» 
unterhalb einer von t unabhängigen Schranke. Auch wenn in 

jc* js^ x' b 

5 AT 5 n 

jedes Glied durch seinen absoluten Betrag ersetzt wird, ist das Integral 

x' i 






5' n' 



\ds\ 



^*) Die spezielle Wahl y = r -f" 2 wurde genügen. 
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da für 5 = Y + ^S ' i 



l*J 



rechten Seite von (133) darf also die Summation mit der Integration 
erden, und es ergibt sich bei geradlinigem Integrationsweg 



t/t— »« 



ds, 



h (128) für « ^ X das Integral 

""'(f)' 



L 



ds 



t und für « ^ X den Wert 



rseits ist das über die vertikale Gerade i — 00 i ... 1 '\-ooi erstreckte 





•/l— 00» 


YKs)ds 


t konvergent, da nach Voraussetzung für <x = i nebst / ^ i und t ^ — i 


\Ks)\<B\t\\ 




x' 


_ Bx 



Miv-k 



> Jfc -f" I gewählt war. Ferner stimmt der Wert von (135) mit dem der 

; von (134) überein; denn, wenn der CAUCHY^sche Satz auf das Rechteck 

ken Y — Ti^ y + '^h ^ + '^h ^ — ^* angewendet wird, in welchem nach 

x' 
mg /(5), also auch -v/W r^^r ist, so ergibt sich 

7-fO)äs-J ^^ ^Ks)ds = J^ ^fXAds+ I ^mds, 

^ I, xX I 
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WO die rechte Seite mit unendlich wachsendem T gegen o konvergiert. Es ist ab 

(■50 (-i?^l;*-'°^-(f ) =£77/«^'- 

Nun ergibt der Satz (VII), wenn er auf 
angewendet wird, da 

J°jfii-\-tt)\dt 

hier wirklich konvergiert, dass 

(137) •^T"/ -;v-/(0^^ = o 

ist. Aus (136) und (137) folgt 

lim— tt.Iog-'(— Wo 

,-00 X Ä-, " ^ V « / 

und hieraus nach Satz (VI) 

lim - - X ^n = ^> 
was zu beweisen war. 

Im Satz (Vni) ist der Satz 

hm -^^ = I, 

x-o. X 

wo 

^(x) = llog/) 

^^ 

ist, als Spezialfall enthalten ; aber es sind erst einige Hilfsbetrachtungen nötig, um 

statieren zu können, dass hier seine Voraussetzungen erfüllt sind. 

Es werde 

h^ = logn — I 
für Primzahlen, 

für die übrigen Zahlen gesetzt. Dann ist 

uad 



für ^(i)^ I absolut konvergent. Dort ist 

vA-— vi?i^_ vJ- 
ife-. «' ~ 4" P' Äi tf 

038) =-|^-!:(0-K^), 
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^^wro g(/) für <r > 7 regulär ist und für ^ > 7 die Ungleichung 

Nun ist für i ^ ff ^ 2, f^i nach (23) 

C140) l^(OI<«.8log^ 

v:aach (27) 

■«»od nach (28) 

042) \KifT + to - C(i + *0l ^ «,.(<' - Oiog'^; 

^•fcïTier ist nach (36) für < ^ 2 

<«43) K(.+..Tl>i,-^. 



r t^2, I ^ <i ^ I + 



log»/' 



o<aZ:iog''2 
l ~ 

ist also nach (142) und (143) 

I^WI ^ U^ + ^01 - i^(<^ + '0 - C(i + *0I 



> 



\^ 



afl. 



a log*/ log** 



Ç!( 



in Verbindung mit (141) 



2a,. log*/' 



«44) 



C'(0 



cw 



<a„log»/. 



^Or / 2i>, 2, ff 2:iw I + i — r7 ist, da — ^ für i = I einen Pol erster Ordnung hat, 
r — ' — ■ log«/ T^çj^ 



C'W 



C(0 



^ — 



C'(ff) 



^0 + 4t) 



^ log'* 

![i45) =«„log*/. 

(144) und (145) folgt für / ^ 2, <T X I 



^«1 



<a8«Iog'/, 
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also für /^ I, <x ^ I 

(146) 



î'(0 



C(0 



<a„Vt. 



Nach (140) ist ferner für f ^ i, « ^ i 

(147) Usyi<a,,fF, 
nach (139) ebenda 

(148) \gis)\<a^VT. 
Die für Ä(i) > 1 durch 

definierte Funktion /(s) ist nach (138) für Ä(0^ i regulär, auch im Punkte 
da 



W 



-cw 



dort regulär ist, und sie genügt für /Xi, <t^i nach (146), (147) und (148 
Ungleichung 

von der in Satz (VHI) verlangten Gestalt (132). Der Satz (VIII) ist also anw 
und liefert 

lim — 5" Ä = o, 



^^ 4"(Z ^^SP — Z M = o, 



lim^) 

x-o» X 



woraus, wie in der Einleitung angegeben ist, 

lim<^^S5=i 

X-130 X 

unmittelbar folgt. 



S II. 

Ich will nunmehr mit meinen Methoden zeigen, dâss aus Herrn de la \ 
Poussin's Satz (dessen Beweis ich im § 6 reproduziert habe) 

für 

I I 



(92) 



t^2, 



^<t 



a logt — 
ohne nochmalige Anwendung der Sätze über die Existenz und Verteilung der Nu 
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^(s) der Satz 

;t. 
Im Gebiete (92) genügt wegen 

: oben ausgerechnet wurde, die dort reguläre Funktion 

F(0 = logÇ(0 
Ungleichung 
) »FW < ^64 + log log/. 

In der Formel von Herrn Carathéodory 

) |f(01^M + lßlfE7 + 2^7^77 (l'-'''I^P<') 

e ich nun 

5^ = 2 + f t, r = I + 



2 a log / ' 

• alle hinreichend grossen t gehört der Kreis \s — ^ol = ^ ^^^ Gebiete (92) an, d.h. 
seine Punkte u -{- vi erfüllen für t X t^ die Ungleichungen 

— a log t; — 

der Tat ist 



2a 



3 für alle hinreichend grossen t 

V ^ 2, 
i es ist 

I I 



tiN,i_ 



— 2 a log/' 

s für alle hinreichend grossen / 



l^.--L 



' '"«(' + ■ + f.léï) 

Für t^t^isi also (42) anwendbar, und es kann darin nach (93) 
^ = «. + loglog(< + . + ii^) 



«tzt werden, was 
Ferner ist in (42) 

i{s|^iog?:(2) 



= '»84. 



M^logC(2) 

= «.4- 
«W. Grrc. Meiern. Pakrmo, t. XXVI (a» sem. 1908). — Sumpato U if BM| 
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I I 



(42) ergibt also für / ^ t„, 1^ — 2 — '«I ^ P < i + — |^ 



\F(s)\<% + %- 



1 + 



lalogt 



+ p 



1 + 



+ 2(flgj+loglogO 



kh setze hierin 



zalogt 



— P 



1 + 



lalogt 



— P 



p=i + 



SaXogt 



und erhalte speziell für t 2:^ f^ , i — — -, ^^ ^2 



2 + 



1 + 



|f «I < -»„ + %— ^ + 2(«s, + log logo— ^' 



also für 
O49) 



6alog^ 
<ag5log^loglog/, 



6alog/ 



^^3, I — 



^(x 



3alogt — 
\^{f)\<<^^MxAog\ogU 

Für I — 7— Ï — ■ Z. (J gehört der Kreis um s mit dem Radius -. — - dem Gebi 

balogi — ^ iialogt 

(149) an, wenn nur / hinreichend gross ist; denn für ^^^, sind zwischen den Koorc 

naten w, v eines Kreispunktes die Ungleichungen 



V X 3, I — 



Zu 



wegen 



t — 



^alogv — 

I 



12a 



log/ — — ' i2alog/ 



«N,i_ 



— ^a\ogt 

erfüllt. Für / X /, , i — 7—, — ZL^ ist 
— ' 6 fl loR / — 



^\^) 



cw 



= If'WI 



höchstens gleich dem Quotienten des Maximums von \F(J)\ auf dem Kreise um 5 ff 

dem Radius -. — durch diesen Radius, d. h. es ist 

i2flrlog/ 



'î:w'^ 



1 2 a log t 



< '»«7 log' ^ log logt. 
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Also gibt es eine Konstante b derart, dass für * ^ 3, i r- . ^ <r 



150) 



C'W 



^W 



<agg log' Mog logt, 



l.h. für t:^2, I — 4-jJ-^ 
— ' b logt — 



:'50 



^'(s) 



cw 



<as,H't 



st Hierbei ist b eine beliebige Zahl ^ 6 a ; ich denke mir b so gross gewählt, dass 

loe2>'4 ist und dass für 2 llüi^ * ^ — 2, i j-, ^<s die Funktion ^^ ^ 

^ ^^ — — * log2— î:(i) 

s auf den Pol s ^ 1 (mit dem Residuum — i) regulär ist *). Nach (151) ist aus- 
rdem aus S3mimetriegründen für * ^ — 2, 1 j— tttt — ?v ^ « die Funktion ^^ 



^'(0 



C(0 



i log(-0 = 
<%log'(-0- 



gulär und 

52) 

Nun ist für «(0 > i 

^logj) _ C'(0 ^ log/> 

D ^(i) für Ä(j)> -j- regulär ist und für 9l(i) > j die Ungleichung 

39) ^Wl<^* 

füUt. 

Die für «(i) > I durch 

v-log/> 
4 />' 
ïfiniene Funktion fÇs) ist also ^) auf der stetigen Kurve 

für t ^ — 2, 



C(0 



<r = I 






Mog(-0 
I 



Mog2 



ff = I 



Mog/ 



für — 2 ^ / ^ 2, 



für t \^ 2 



nd rechts davon r^ulär bis auf den Pol erster Ordnung 5=1 mit dem Residuum 



^*) Die Kenntnis der Tatsache, dass ^(s) gar keine nicht reelle Nullité"' 
^ Ordinate hat, ist fur meinen Zweck unnötig. 

•«) h war ja so gewählt, dass u. a. i — t-j — r > -^ ^ 



.a 
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I, und f{s) genügt für |^| ^ 2, <r ^ i — ^^-j^ nach (151), (152) und (139) der 

Ungleichung 

(153) l/WI<«^log'l1- 

Nun ist bei geradlinigem Integrationsweg für x > o 



•'Ï-V 



also nach (128) 



daher ist 



= 2 7cîyiog/>log— -; 

p^x P 

Zlog/>log^ = -^. / -^Ks^ds 

('^4) =7^7 r^^'^mds + 0(log3x). 

Ich nehme x^ 10 an; dann ist gewiss 

Ich ersetze den Integrationsweg 2 — x' î ... 2 -j- x* î durch folgenden, welcher aus 
geraden Strecken zusammengesetzt ist : i) Von 2 — x*j nach links bis i — x'j, 2)nadi 

oben bis i — e L ^) nach links bis i — e ù 4) nach oben bis 

2Î, 5) nach links bis i — tj 2Ì, 6) nach oben bis i- 



7) nach rechts bis i 7= + 2 i, 8) nach oben bis i 7= + ^ h 9) 

iylogx tylogx 

nach rechts bis i +« °^'i, 10) nach oben bis i +x'i, endlich 11) nach rechts bb 
2 -f" ^^ i' Offenbar begrenzt dieser Integrationsweg mit dem ursprünglichen ein Gebiet, 
in welchem f{s) bis auf den darin liegenden Pol 5=1 regulär ist und nach (ijj) 
auf den Teilstrecken i), 2), 3), 4), 5), 7), 8), 9), 10), 11) die Relation (153) erftlk. 
Es ist nach dem CAUCHY'schen Integralsatz, wenn die Nummerierung jenen Teilstrecken 
entspricht, das in (154) auftretende Integral 

(155) f'^%fO)ds = 2vix+I, + I, + I^^I^+I^+I,-\-I^+I,+I^+I„+lA 
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St zunächst, da die Teilstrecken 5), 6), 7) die Länge 0(i) haben (nämlich die 
^^ '{di^ - ^1^) + 4 < ^ + 4) und da f^) auf den gerad- 
Strecken (i-ji^^-^i ... 1-2,), (^i-^^-2Ì ... i-^ + ^f), 
-, |-2i ... i-f-2M unterhalb einer festen (von x unabhängigen) Schranke 



/, + /* + /, = 0(x '^ 

= 0(xe '"^ '). 
ist nach (153) 



= 0(-plog'«) 

= 0/"" 4-iogi(ii 



■aoo 



|/,| = |/,| = / f(a + / i)d.\ 



= 0C-;=L=-4=.(l/b^)'\ 
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schliesslich ist 



"J = "•' = ir (,:^+,A ' - mi + "Yi 

\ *i/iogx^ ; 

(i6o) = 0{xe » ). 

Aus (155), (156), (157), (158), (159) und (160) folgt 

J ^ -p-f{s)ds = 2-Ktx-\-0ixe ), 

also nach (154) 
(161) X lûg/> log-f = x+ 0(xr ^). 

Unter e verstehe ich nun ^) die für x = oo zu Null abnehmende Funktion 
Dann ist nach (i6i) 



^x-»-lx 



= X + «^ + 0{xe ); 



wird hiervon (i6i) subtrahiert, so ergibt sich 

log(i+s)llog/.+ X log/>log^^-^=ex+0(xr''^), 



^^) übrigens ist der auf S. 662-663 meiner in Anm. ®) zitierten Abhandlung ausgeführte Ol 
gang von 

I I 
Z log^ log -f = X + OCx«-*^*) 

^^x /' 

zu 

la 

Ziog/, = x + o(xr'^) 

dort nicht korrekt dargestellt. Er lässt sich durch die Substitution (1 + *)* = (!+« ^^x- 
leicht in Ordnung bringen, ist aber am einfachsten wie der obige Obergang von (i6x) ai (ifti) 
machen. So verfuhr ich bereits auf S. 529-531 der Abhandlung Ober die Prim^abimi êknr mMktÊÊk 
Progression [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in IX^en- 1 
natungv'issenschaftliche Klasse, Bd. CXII (1903), Abt. IIa, S. 493-5 35 J und spiter all 
chenden Problemen. 
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c^^i-Hx 



-etologi. 



= ex + Oixe-" ' ) + 0(logxlog(i + e).ex), 
.(.) = glogp = i^_f:^- + 0(-f .r"^) + OOxlog.) 

IS (162) folgt endlich 
jc)= Yi 

^^ ^(n) — ^(n-i) 

«45 log« 

^x I , (:,(n)-n) — (^(n— i)-~(n — 0) 

Ä3logn"'"Ä5 log« 

_ ^ ji i\-/r\ \ /_L- ^ \ j_ ^(^) ~M 

-«4,log« "»" èi^''^''^ "") [logn - \og{n + i)/ + log^xl + i) 

[h^u + 0^^' )• 

will nun den vorangehenden Beweis etwas schärfer fassen und werde feststellen: 
s zu einer Konstanten a ein t^ gibt, so dass 

^s)^o für t^t^, ,^i-^j^ 

wenn für die nicht reellen Nullstellen ß^ + y^i von X,(/) 

~ ^ limmf ( i — ii J log IyJ ^^^ 

xgibt sich durch meine Metbacifi^l^^klUfihc nochmals die transzendenten 
der ZetafunktioQ an 
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für jedes a < — — . Herrn de la Vallée Poussin's Methode liefert sie sogar für 

alle a <^-— ; aber sie ist eben nur auf Zahlklassen p anwendbar, für welche die entspr^ 

chenden analytischen Funktionen in der ganzen Ebene existieren und dort die wesent- 
lichen Eigenschaften von X,{s) haben. Übrigens werde ich nachher an einer anderco 
Stelle seiner Schlüsse einen Kunstgriff angeben, welcher gestattet, in (164) das ^ za 

verkleinern, d. h. für 

liminf(i — ßjloglyj 

eine genauere untere Schranke anzugeben, als die Arbeit des Herrn de la Valiìe 
Poussin liefert. 

Um die obige Behauptung der Richtigkeit von (163) für a < — -=. zu bewdscD, 

2y a 

sei also (164) für ein positives Konstantenpaar ^^, a gildg; t^ darf >3 angenommen 

werden. Es sei 

2y a 
also 

Ich schiebe zwischen 4a* und — irgend vier Zahlen ein: 



4«'<ß.<ß,<ß,<P,<v 



Die Formel 



llog!:(.)| = \F{s)\ ^ IyI + Ißl^ + 2^^4-p (|5 - ij ^ p <r) 

gilt für 5^ = 2-|"^*j ^= ^■|"P4î — ;> wenn nur t hinreichend gross ist (/^t,>^o)» 
da alsdann der Kreis \s — ^^ ^f dem Gebiet 



a logt 
angehört. Es ist ferner nach (91) auf diesem Kreise 

und 

ißi^iog2:(2), 
iYi^iogî:(2). 

Also ist für t ^ *, , k — ^ol ^ P < *■ 
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h setze jetzt 

um ist speziell für ^ ^ ^, , i — ß. , — j ^^ ^^ 

. + ^ + ^^ 



1 + 



\ 



\n^\<%,^'^r, ß^-'7/ +2(.,, + log logo -p^ 



so für 

165) 



logt 
<fl^ log /.log log/, 



log/ 



^^'0, ^-^bj-/^' 

|F(5)|<a,jlog/.loglog/. 

I ß — ß, I 

•ür «7 \^ I — ß, j gehört der Kreis mit dem Radius — *- -. — - um s dem Ge- 

— ' log / * 2 log / 

iet (165) an, wenn nur / hinreichend gross ist, da 

^'"i" 2 ~ 2 

. Also ist für ^ ^ r , I — ß, Ì — : Z. <y 
— *' log/ — 






-.log(*+^^i^)loglog(* + ^'-^j^) 



ß,-ß. 



<«,<log'Moglog/, 
lgUchfür/^/„, i_ß,^^^<r 



2 log/ 



^(s) 



<a,, log' /.log log/ 
<S8l°g''- 



Die oben mit f(s) bezeichnete, für or > i durch 

Y logj» 
r P' 



'«> für |/| ^ /„, T ;^ I — ßi^^Z-üj <ler Ungleichung 



'rwJ 



w. 



(«. 
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ist und dass für 

— K^^^K^ ^^^^^ 

^(5) nicht verschwindet, also j{f) (exkl. 5=1) r^ulär ist; dies ist möglich, da ^^(i) 
auf der Geraden <x = i nicht verschwindet. Alsdann nehme ich x so gross an, dass 

und 

MV. 



^<i 



l^log; 



X 



ist, und ersetze beim Integranden — r/W ^^ ('54) ^^^ Integrationsweg 2 — x'i . . . 2-}-x'i 



5 



durch folgenden geradlinig zusammengesetzten: 

i) Von 2 — x^x nach links bis i — x'i, 2) nach oben bis i — t ^ i, 

3) nach links bis i — - / — t 1=1 — -- ^ — t 1, 4) nach 

y^jXogx ylogx 

VJ 

oben bis i 7== — ^oS 5) ^^^^ ^^^^ ^^ ^ — ^0*5 °^^h oben bis 5 + /^^ 

ylogx _ 

7) nach rechts bis i ' -|" Kh 8) nach oben bis i ' -|" ^ ' '^^'i, 

ylogx ylogx 

9) nach rechts bis i -}- ^ ' ^ 10) nach oben bis i + x'i, 11) nach rechts bis 
2 -j- x^ t. Dann ist nach den obigen Eigenschaften von f^s) der Integrand auf diesem 
Wege und bis auf den Pol 5=1 rechts davon regulär, also 

Hierin ist zunächst in /^ , /^ , /^ die Länge des Integrationsweges unter einer von j^ 
unabhängigen Schranke (nämlich i+2^^,-j-i) gelegen und der absolute Betrag des 

I — — 

^logx 

Integranden <Ca^^x , wo a^^ von x unabhängig ist ; also ist 

(168) /^ + /^4./^ = o(^r*^'">«'). 

Ferner ist nach (166) 

(...) =o('^), 
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e 

=0 r ^logudt 

e 

= o(xiog'.r ^) 

t 
= 0(xlog'xe ) 

=0(xe ), ^ 

i) = 0(xe ), 












) = Oixe-"^^''"). 



Setzt man (i68), (169), (170), (171) und (172) in (167) ein, so ergibt sich 

/ -^f(^s)ds = 2T:tx + 0(xe ^' ), 
da nach (154) 

Xlogplog-f = -^ r'-'"j^f(s)ds + O(log'x) 

log/)log— =x+0(x^ ). 

aus folgt wegen « < 7 /^, 

) llog/' = x+0(**-^) 
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genau so, wie oben aus (i6i) (162) geschlossen wurde; denn dort entsprach den 
in (161) ein beliebiges g <^^c in (162), 
Aus (173) folgt weiter wie oben 

<x) = 0(i) + J^ j— + 02; e + 0(^xe ), 

woraus ich hier so weiterschliesse : 

womit (163) für jedes a < — -= bewiesen ist. 

Ich bemerke beiläufig im Anschluss an die oben durch (150) mitbewiesene Relati 
^;iii^)=0(log'MoglogO, 
welche an Stelle der durch § 8 bekannten Relation 

CO 

= 0(log'MoglogO 
getreten ist, dass sie sich folgendermassen zu 

(174) Vri^ = öO°g '-i^g i°g 

verschärfen lässt. 






In 



sei 



iiogî:(5)i = |F(oi ^ iyI + ißi^ + 2^^-^ (k - ^oi ^ p < 



*^3, ^0=1+1^ + ^», 
so dass also w^n 

iiogï(i + .+<oi^iogi:(i+.) (.>o), 

hrUiog!:(. + ^,) 

<Ä,^ log log/, 

lß|<«.oologlog/ 
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5t. Ferner sei 



-y-^iajlogt' 



p?o a die Bedeutung des de la Vallée PoussiN'schen Satzes 



VT 
J2) 



— ' fl log ^ — 



lat; dann ist für alle ^ ^ ^^ der Kreis [5 — ^Ji ^^ ^^^ Gebiete (92) angehörig; also 

ann 

^ = ^,01 log log ^ 

igenommen werden und man erhält für t'^t^j \s — -^ol ^ P < '^ 

|log K (Ol < ^.00 log log t + ^,00 log log t ^-i| + 2 fl,^, log log t j^-^ . 



s sei 



^ann ist speziell für 



I I 



Iso für 
Ï75) 



— ®' 3 fl log ^ — — log ^ 

|log2:WI<ö,o.loglog^, 

I I 



f^^y I- 



3 a log / 



^<x 



llog^IWKfl^^ojloglog^ 



•ur 



^ ^ ^j , I — j- . ^ <x gehört der Kreis mit dem Mittelpunkt s = <y-^ti 



und 



lern Radius 



, dem Gebiet (175) an; in ihm ist also 

i2fllog^ ^ '^^ ' 



^(s) 



< 



iiaiogt 



<a,„^logf.loglog^ 

für f N^ 3, 1 -p— j ^ <r ist also 

— ■^' 6fl log t — 



^'(s) 



^(s) 



< «.05 log ^- log log/, 



v^omit speziell, wenn v =: i gesetzt wird, die Behauptung (174) 
, Da die Konsunte a in (92) auf den Exponenten « in 

•SO auf die Grössenordnung der Abschätzung der Pri 
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es nicht ohne Interesse, a in (92) zu verkleinern, d. h. den 

Uminf(i-ßJlog|YJ = > 

NesOe 

möglichst genau nach unten abzuschätzen ; — kann jede Zahl <i\ d. h. a jede Z 

> J_ bedeuten. Ein Rückblick auf den letzten Teil des § 6 wird zunächst zeigi 

dass — jede unterhalb — l-^ /j 1 gelegene positive Zahl bedeuten kann; gen 

Û 5 \ 4 / 

dies erhielt Herr de la Vallée Poussin damals durch diese Diskussion. Jener Nac 

weis von 

ergibt sich folgendennassen. 

Nach (79) ist für o ^ <i ^ 2, < ^ 2 



r(0 



<«4, + log'- 



+ T*1 „/a . _ . 'a ) Zic-^j + (t - yJ 



Aus der für d > i, t ^ o giltigen Gleichung 

/ ^ log j>cos(mdogj>) _ I . q— I 

folgt also für I < <7 ^ 2, ^ ^ 2 

Wenn ß + y* ^'n^ Nullstelle mit y ^ 2 ist, so ist nach (176), wenn / =: y ge 
wird, 

y log P cos (m Y log j>) ^ I J_loaY-— i^ 

^.,+ ^l0g, + X^J^i^ + i,g i0g,C0s(2^.,l0 g^ 

■o*^ 2 »' 4 CCcr) 4 V C(ff + 2yO/* 
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o nach (178) 

"•09 T^ 4 ff_i -r g 6T 

/enn * = 7 gesetzt und fe > -j- angenommen wird, genügen also von einer gewissen 
)rdinate an die Nullstellen in der oberen Halbebene der Relation 

^ß<*^,+MogY (i<«^2). 

Es sei gleich allgemein für irgend ein Konstantenpaar Jk, fc, wo o <] )t < i, Ä > o 
7 bekannt, dass im Gebiet i <C <y ^ 2 alle Nullstellen ß + y i von 2^ (5), deren Ordi- 
te einen gewissen positiven Wert y^, = Yo(^j ^) überschreitet, die Ungleichung 



80) 



<*l ; + *logY 



<X — ß <X I 



Füllen ; dann ergibt sich für i — ß, als Funktion von y betrachtet, folgende untere 
>schâtzung: Es werde vorläufig 



i-h 



log Y 



(a>o) 



setzt, wo über die Konstante a noch genauer verfügt werden wird. Dann ist nach 
80) für alle ß + Y*> ^^ denen y > ''„o '^^ ('^° *iio ^ To ^ gewählt werden 



issy dass 



•og«.. 



^i 



i-M 



^<-^'°ßY + *logT> 



log Y 



i-ß-f- 



> 



log Y '^ J_ J_ü,l°gY ' 



l-ß> 



81) 



Ir alle hinreichend kleineD positiven ä ist der 
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Seite von (181) positiv; er erreicht sein Maximum für 

d / I 



o = 



"' L + i 



) 



k 

. ., , . — . .. — . , . -^— T 


- I 


\/k — k 

*= h ' 
das Maximum ist 





I -Vk Vk — k _ (i -Vïïy 

h h ~ h ' 

also ist für alle Y > «,,o 

^> h log Y' 
d. h. wegen der Symmetrie der oberen und unteren Halbebene 

(182) X = um mf (i - ß.) log IyJ ^ ^' ~/^ . 

Da nach dem Obigen in (180) ü: = - und fc = ^-{"^ (^>o) angenommen \ 
kann, ist für alle S > o 

also •») 

(-fiï 



ì.:^ 



= f(|-«'F) 

= o, 02872 .... 

Durch Mitberücksichtigung der auf der rechten Seite von (176) ak positiv 
gelassenen Summenglieder gelang es Herrn de la Vallée Poussin mit Hilfe scharfs 
Überlegungen, die Giltigkeit von (180) für ein Konstantenpaar /?, k zu beweis 
wo auch jb = -^ ist, aber h kleiner als früher, nämlich Ä = |^, und im Anhang 



®5) Vergi. S. 29-30 der in Anm. '*) zitierten Arbeit von Herrn de la Vallée Poussd 
*®) Vergi. S. 36 seiner Arbeit. 
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rbdt ^ erhält er sogar das noch vorteilhaftere Konstantenpaar 

* = i> 

Ä = i-(t/I-i) 

= 0,5177669 ... 
id dadurch nach (182) 

= o, 034666 .... 

Ich will nun zeigen, dass ohne Anwendung jener feineren de la Vallée Pous- 
•î'schen Kunstgriffe, also nur unter Benutzung eines Summengliedes diese schärfste 
Dschätzung (183) von > erreicht wird und übertroffen werden kann, wenn man nur 
m der quadratischen Ungleichung 

— cos a ^ -^ -|- j cos 2 a 

ne andere quadratische Ungleichung für cosa anwendet. 

Dazu mache ich gleich den allgemeinen Ansatz, zu welchem eine beliebige Cosinus- 
ngleichung im Sinne des § 4 

■f- C, COS-p + C, cos 29 -|" • " + ^« CÖS ^? ^ O (<> < ^o < ^J ^a ^ Ö> • • • > ^« ^ O) 

ihrL 

Nach (179) ist für 

^(? + yO = o, Y ^ 2, I < <x ^ 2 

log/)(-^4--^cos(2mYlog/>)H |--r-co<«WYlog/>)) 

^«,.+ilagT+^— 5^^-^ ^ i !■ 

4)-,.+ilog,-A^-A8.(|&±^)-...-f,{|(îtoSy 

ich (177) ist bei festem n für v = 2, 3, . . . , n nebst i<C'^2, Y^2 

84) liefert also 

<X — ß ^ '" * 2 ^ ' ^ C. <X — I ~ 2 C. ^ ' 



(:. I . c, + " 



= Ä 4.-2 ^ h 



«7) L c^ S. 73^4. 
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In (i8o) kann demnach 



sein; nach (182) ist also 






c. 



2C, ' 



>\. 



(-^y 



^ 2{vr^-V7y 

Wählt man die quadratische Ungleichung 

17 -|" 24 cos <p -}" 8 ^^s ^ ? ^ ^ 
des § 2, so ergibt sich 

— 24 + 8 

= o, 0376 . . . , 
womit (183) schon übertrofFen ist; übrigens liefert hier unter den quadratischen Un- 
gleichungen eine andere die beste Ausnutzung der Methode. 

Ich will diese numerischen Rechnungen nicht weiter verfolgen und mich wieder 
anderen Problemen zuwenden. Übrigens verkenne ich nicht den hohen Wen auà 
desjenigen Teils der de la Vallée PoussiN'schen Abhandlung, welcher numerisd« 
Abschätzungen der in der allgemeinen Theorie auftretenden Konstanten enthält. Durch 
wesentliche Benutzung gewisser Konstantenabschätzungen neben seinen allgemeinen 
Methoden hat er z. B. dort zuerst den Nachweis geführt, dass die ersten nijht reellen 
Nullstellen von X,(J) wirklich den reellen Teil \ haben ^). 

§ 12. 
Über die Summe 

der ersten [x] Koeffizienten von 

^s) «4 «• 

ist durch eine frühere Arbeit von mir ^) bekannt, dass 



ö«) 1. c, s. 23. 

^ö) Ober die 'i^ahientheoretische Funktion \k(k) [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie ^ 
Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXII (1903), Abt. IIa, S. 557-J7°l» 
S. 548. 
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und ein Blick auf den damaligen Beweis zeigt, dass die dortigen Entwickelungen 

jedes V <; ~ die Richtigkeit der Relation 

' Af(x)=0(x^-^°n' 

rn. Ich möchte nunmehr darauf aufmerksam machen, dass die im § 11 für die 

nzahlmenge angewandte Methode gestattet, (185) zum ersten Male für alle v < ^ 

beweisen, und sogar die noch schärfere Relation liefert: 

6) Af(x)=0(x^-^^, 

y eine Konstante bezeichnet. 
Nach (100) ist, wenn ich S = i setze, für 



;nn hierin 



•^fllog^" * — *" 2alog/' ' oi_r-^ 

l«log2:(0|<K + loglogO^P + 2(a,^ + loglogO^ 



4fllog^ 



etzt wird, so ergibt sich speziell für ^ ^ ^„ , i -, — , ^ <y 2^ i H î — : 

' ^ '^ — °' 4fllog^ — — ' fllog^ 

l«log2:(5)|<a„3loglog^ 



t^t^, (1^1 + 



alog^ 



ist 



i«iog2:i(5)!^iogj:(cr) 



<a„Jogiogt; 



) ist für f ^ f^, I — 



^<T 



^7) 



4alogt — 
log|U^)l| = |8ilog?:(OI < fl..5 log logt, 
I 



^(0 



<log'*'«s^ 



o ^ gibt es eine Konstante b derart, dass die Funktion p-pr auf der stetigen Kurve 

für ^ ^ — 2, 



<x = I — 



<x = I — 



*log(-0 

I 
TiögT" 

I 
TIög7~ 



für — 2 ^ / ^ 2, 
für ^ N^ 2 



7^ Es genügt für den vorliegenden Zweck, dass auf der rechten Seite von (187) überhaupt eine 
Bche Potenz von log t steht. Daher lege ich keinen Wert darauf, eine numerische Abschätzung fur 
durcluuiûhreiL 
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und rechts davon regulär ist und für |^| ^ 2, <? ^ i — -t-j — rr die Ungleichung 



(188) 

erfüllt. 



^w 



<iog''n\t\ 



Die Anwendung des CAUCHv'schen Satzes auf den in der ersten Hälfte von $ ii 

x' I 
benutzten Integrationsweg und den Integrandea — r-= ergibt also hier, dass 

(189) Jf* W°g T = O^xc-'"^-) 

ist; denn gegen früher tritt hier nur die Änderung ein, dass der Integrand auch im 
Punkt I regulär ist, so dass das entsprechende Zusatzglied nicht auftritt. Dass rechts 
in (188) log'^sl^ statt des damaligen log' |^| in (153) steht, beeinflusst die Abschii- 
Zungen nicht, da für jedes X > o 

log-M3X=0(/''*^) 

ist, so dass die den Formeln (158) und (159) entsprechenden Gleichungen hier unver- 
ändert smd. Auch das Ânalogon zu (160) gilt, da 

konvergiert 

Aus (189) folgt weiter, wenn 

t =L e 
gesetzt wird, 

2;K«)iog^'=o(xr'^), 

log(i + tf*(«)+ T pi(«)log^^i^ = O^xt-"'''^'), 

iog(i + oîf*(«) =02; iog(i + .) + o(xr*^) 
= o(.'x)+o(*r*^). 



womit (186) bewiesen ist. 



= o(xr ' '^), 



§ 13. 



Satz (IX). — Es sei für a/fe X > o 
(150) *. = Oin'^ 
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Iso a fortiori 
191) 



&-. n' 



\r 9i(i)>' I absolut konvergent. Die dort durch (191) definierte Funktion f(j) sei für 

(j) ^ » regulär, wo o •< r, <^ 1 ist, und für |t| ^ i, <t ^ »1 sei 

92) \f{s)\<B\t\\ 

B und k^o konstant sind. Dann ist die Reihe (191) auf der Geraden 91(5) = i 

nd darüber hinaus konvergent, nämlich mindestens für 

Beweis: Es werde zur Abkürzung 

;esetzt; v ist die kleinste ganze Zahl > k. Nach (128) ist bei geradlinigem Integra- 
Lonsweg für alle x ^ i 

IS ist auch das über die Gerade y\ -{- ti erstreckte Integral 

J/»TfJ-»-00 » S 

' ^f(s)ds 

ïbsolut konvergent, da nach (192) für |^| ^ i,cr = tq 



lf^/(0 



<-^,B\t\' 



W 



IV— fc-«-x 



t. Ferner ist 

pn^-t^oot „i /»2-t-Ooi „1 

'94) / ^J{s)ds= -^.fis)ds; 

«/ 1)^00 t ^ J2—C0Ì ■* 

enn die beiden Integrale 

nd 

^ben fur r = 00 den Grenzwert o, da die Länge des Integrationsweges < 2 und 
^ r^ I der absolute Betrag des Integranden nach (192) 



SR. 



Aus (193) und (194) folgt 
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Hinsicht weiter; die Methode ist eben auf Funktionen anwendbar, von denec 
bekannt ist, ob sie in der ganzen Ebene existieren. Die zweite Anwendung wir 
für 2^(j) eine bisher nicht bemerkte Tatsache beweisen, 
i) Es sei wahr, dass für 81(5) > 3r, wo 

ist, 

ist. Dann ist die für 9t (5) > i durch die DiRiCHLET'sche Reihe 

(198) 1:^, 

wo 

b^ = logn — I für Primzahlen, 

b^= — I für andere Zahlen 

ist, definierte Funktion 

;(0 ^^ p P 

für 81(5) > ^ regulär. 

Nun ist bekanntlich für ^ ^ 7 , ^ ^ 2 

(200) Us)\<a„Jl; 

denn aus (24) folgt für 2 ^ a ^ -^ , ^ ^ 2, wenn m == [t] gesetzt wird, 

Da X(s) für 91(5) > 3 als ^éo vorausgesetzt wird, ist für 8i(5) > ä, t\2 

Fis) = logK(s) 

regulär und nach (200) 

(201) « log K(s) = log IC (5)1 < a.„ log t. 
Die Formel 

werde auf 

5^=- 2 -{- tiy r = 2 — :y — S, p = 2 — ^ — 2X 

angewendet, wo S <; * eine beliebig gegebene positive Grösse ist. Der Kreis |i— ^, 
gehört alsdann der Halbebene 91(5) > i an. Es ist für alle t 

IyI < ^,.9 

und 

ißi<«..„ 

ferner für * ^ 4 nach (201) auf dem Kreis \s — s^ = r 

8lF0)<«,.,log(/4-2) 
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. für |5 — jj ^ p < r 

I^Wl < «.., + «.„«,« + 2 «.»log *•«.« 

îziell für * ^ 4, s -j- 2S ^ ff ^ 2 ist ako 

h. wenn S ^ o gegeben ist, so ist für 

»2) <» ^ » + ^. * ^ 2 

•3) \Fis)\==\ìogì:is)\<a„^ìogt. 

rd i^Ä^o, <i^5-|-2X, ^^3 angenommen und (203) auf die Kreisperipherie 
s mit dem Radius X angewendet, welche gewiss dem Gebiete (202) angehört, so 
ibt sich 



If'WI = 



^'ds) 



^(s) 



< 



«„.logO + ^) 



< «U5 log *• 

t anderen Worten : Wenn ^ > o beliebig gegeben ist, so ist für 
14) 9 ^ ä + S, / ^ 2 







< 


«..6 log t 


<».Jt; 


Gebiet (204) ist femer nach (200) 


Us)\<a„,fi 


Y S-^°ëP 
L^-P- 


<«„8 








<«.,8VT, 



> nach (199) 

l/WK «.„t/7 + «..,|/7 + «,„|/T 

Es ist also, wenn n zwischen Sr und i gewählt wird, die für 9l(;) >> i durch 



8) 



2i n" 



Lnierte Funktion /(s) für ÎR(j) ^ n regulär, und für |(| X 1, t ^ n ist 

►5) |/(x)|<5lf. 

r Satz (IX) ist also, da (205) die Gestak (192) fût i = 7 Kii, anwcn^fl^^^ rid 
n: Die DiRiCHLET'sche Reihe (198) konverg 

I —n 



K«>i- 



JUSi. Ûrc Mmim, iWfnM, t. XXVI U° lem. ifdt), - $«». 
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also, da dies von allen yì > ä gilt, für 
Anders ausgedrückt : Es ist für alle X > o 



0>T + T 



1^:^ 



-^4-^. 



woraus unmittelbar 



-^v ' _j_n^ i*T-V I _J_ \ j_ n/'v"^"^ ' \ 



folgen würde. 

Im Falle 5 = — (RiEMANN'sche Vermutung) wäre also 

du 



■w=ri^.+''('^^^ 



während durch die Herren Franel, von Koch und Holmgren Genaueres bekannt ist ^^ 
Aber ich habe doch auch hier etwas Neues festgestellt, nämlich: Wenn irgend eine 
Zahlklasse p so beschaffen ist, dass die für 91(5) > i durch 

definierte Funktion ^(5) für 91(5) !^ ti, wo y) < i ist, mit Ausnahme des Pok erster 
Ordnung 5 = i mit dem Residuum i regulär ist und für ^ ^ iQ, l^j ^ i die Unglei- 
chung 

kwi<5|tr 

erfüllt, so ist 
wo 

e<i 

ist. 

2) Es sei wahr, dass die obere Grenze der reellen Teile der Nullstellen von ^(5) Wo* 
ner als i ist, d. h. dass für 91(5) > ä, wo 7 ^ ^ir < i ist, 

7*) Vergi, die in den Anm. '»)-3i) zitierten Arbeiten. 
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:. Aus (203) folgt für a ^ s + S, f ^ 2 

I 



<f"»4. 



)araus würde nach dem Satz (IX) folgen, dass die Konvergenzabszisse von 

:leiner als i ist. 

Diese bisher nicht bemerkte Tatsache ^) hat für ein bestimmtes anderes Problem 
fedeutung, wie in der Einleitung ausgeführt worden ist; sie zeigt nämlich, dass die 
lŒMANN'sche Vermutung (^ = j) mit einer Vermutung von Herrn Cahen im Wi- 
srspruch steht. 

Es ist vielleicht von Interesse, wirklich einen Wert anzugeben, bis zu welchem 
Dter der Annahme der Richtigkeit der RiEMANN'schen Vermutung die Reihe (206) 
^nvergieren würde. Dazu ist es, um mit den vorliegenden Hilfsmitteln ein möglichst 
tnaues Resultat zu erzielen, wichtig, bei gegebenem ^^^-f in der alsdann giltigen 
elation 



tunlichst klein zu wählen. 
Ich schicke dnen Hilfssatz voraus : 
Wenn 

Jr 5 > I absolut konvergiert und für 5 > a (o ^ a <[ i) konvergiert, so ist, wenn 
>o, X > a gegeben ist und X ^ i ist, für <i ^ >, / ^ i 

»0«) \f0)\<aj^^. 

Beweis : (208) braucht natürlich nur im Gebiet X ^ <y ^ 2, ^ ^ i bewiesen zu 
^den. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf 

(i — a)X<X — a 
genommen werden, da (208) mit jedem X auch für jedes grössere gilt. Es werde 

(i — aiX = e 



7") Nur das Umgekehrte ist trivial : Wenn Y" ~-^ fur ein j < i konvergiert, so ist die obere 
enze der reellen Teile der Nullstellen von C(0 kleiner als i. 
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setzt; dann ist nach Voraussetzung 
^enn ferner 

isetzt wird, ist nach Voraussetzung 

S. = 0(x-), 

Nun ist für a >> a und beliebiges ganzzahliges m 

èin'^ .^. • V «' (« + 07 (« + 0' 
itROcksicbt auf «<1 — » also für X^<t^2, f^i, wenn m = [*'"*] gesemwi 

«JJ »^ »34 I^**i3i* 

<a ^^*^ 



= «.„' 






Dieser HQ&satz werde auf den Fall 

b^ = T{n) — log n — 2 C 
feadety wo r(«) die Anzahl der Teiler von n und C die EuLER'sche Konsu 
Herr V0RONOÏ ^^ hat bewiesen, dass 

|jr(ii) = xlogx + (2C-i)x+0(y^logjc) 



)lf Ml prchihiu du eaUul d$s fonctions asymplotiques [Journal fur die reine und angewa 
^ ^ -^^,^ ^j^jj^ 5 241-282]. 
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; daher ist 

y i. = X log X 4" (2 C — i)x -{- Oiyx log x) — X log X + J>f — 2 Cx 

= 0(»^logx), 

o (207) für i > y konvergent ; ferner ist (207) für 5 > i absolut konvergent, und 
ist 

ir I > X > Y , S > o ist also im Gebiet ^ ^ ^, ^ ^ 1 

»J) IC (Ol < '.J'"^ + PWI + 2 cwt 

Nun ist für 2 ^ <x ^ X, ^ ^ 2 nach (24) 

o für <T ^ >, f ^ 1 

raus folgt, wenn S > o und X < X — y gewählt wird, für c ^ )i — ^j ^ ^ i 

ber ist für <x ^ X, ^ ^ i + X, wenn (211) auf den Kreis mit dem Mittelpunkt s und 
tu Radius t angewendet wird, 

g-(OI< "•••<' V^'"" 

< a ^'-^^ , 
^^ 143 * 

ÌO ^♦), wenn X > o beliebig gegeben ist, für <t ^ X, ^ ^ i 



I-Jr*-* 



Aus (209), (210) und (212) folgt für <x ^ X, ^ ^ I 



4^1-x)-^* 






74) Es liesse sich mittels direkter Behandlung- der durch Differentiation aus (24) entstehenden Reihe 
5^(0 leicht auf der rechten Seite von (212) fi durch log/ ersetzen; aber för meinen Zweck genügt 
! Gestalt des Textes. 
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ii-a.)-4^ 



also ^*) bei gegebenem X > o für a ^ >, ^ ^ i 

(213) Us)i<a,^/ 

Es sei nun wahr, dass für ^ > 7 

ist, und I > X > Y> ^>o; ^nn ist für <x ^ X, ^ ^ i 

^^(0 = logico 

r^^lär und nach (213) 

also für *X<„, «^X 

(2Ï4) «F(0 <(f(i -X) + 2X)log/. 



In 

(215) |«F(0|^|ß|^ + 2^^ (l*-^.I^P<0 

setze ich nun 

^o = Ï + ^»' 
und nehme 

o<P<f<i 

an, wobei die genauere Verfügung über die von / unabhängigen Konstanten p und r 
noch vorbehalten bleibt. Wenn in (214) 

X= I — r 
gesetzt wird, so ergibt sich, da für ^ ^ ^o + '^ ^^^ Kreis \s — sj^^r dem GeWctc 
/ ^ Z^, <x ^ X angehörig ist, aus (214) für ^ ^ ^o + ^ ^"^ diesem Kreise 

also für / ^ /, auf dem Kreise 

Ferner ist für ^ ^ ^ wegen 

2:(i + /,•) = o(iogo 

nebst 

Î = 0(logW) 

ißi = i«iogj:(i + ^oi = |iog|2:(i + ^oi 



7S) Es Hesse sich leicht in (213) rechts fi durch Vlogt ersetzen; doch konrnit es fur meine Zwedt 
nur auf den Exponenten von t an. Übrigens habe ich (213) för a = f, /^ i (in der Fassung t* 
Vlogt) schon früher bewiesen; vergi, meine Arbeit Sur quelques inégalités dans la tìtéarie de iaf<mc6ß 
; (s) de RiEMANN [Bulletin de la Société Mathématique de France, Bd. XXXIII (1905), S. 229-241I 
S. 232-237, sowie S. 128-129 meiner in Anm. 3») zitierten Abhandlung. Für meinen gegenwaitiga 
Zweck gebrauchte ich aber die ^ nicht viel tiefer liegende — Tatsache, dass die Abschätzung ^ààr 
massig für alle ^ ^ ß gilt. 
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i;) liefert also für t ^ /, , |5 — i — r»| ^ p < r < 7 

l«^«l<«.„loglog/^ + (i-r + éS)log/^ , 
Iglich für < ^ *., |5 — I - M| ^ p < r < I 



enn 



f — p 



setzt wird, so ist also für f^t^y \s — i — ^*| ^ P <! '^ < t 

log |:WI = «log 2:(0 = 81F(5)>- (1-^4- e)logt, 



cw 






är t^i, \s — I — *»| ^ p < »" < 7 ist daher 

I 



^(0 



1.^. 



^^ ISO 



peziell für ^ ^ I, i — p ^ <x ^ i -{- p, wo o < p < ~ ist, ist also, wenn r irgend 
ne Zahl zwischen p und j bezeichnet und < ]> o ist, 

I 



)a für a ^ I -f- p 



I 



^>» '•150 



!:w 



<«.„ 



st, ist also für |<| ^ i, « ^ i — p» falls o < p •< r < 7 und e > o ist, 



216) 



^0) 



<«.sa 






*er Satz (IX) ist demnach auf die Reihe 

è-, ff -2:c5) 

vendbar und liefert offenbar das vorteilhafteste Resultat, wenn der Exponent von \t\ 
f der rechten Seite von (216) kleiner als i ist und dabei (216) möglichst weit giltig 
- Die Ungleichung 

it den Nebenbedingungen 

o<p<r<| 

fcrt für p die obere Grenze y . Denn aus (217) folgt 

i-f+i 



2 r — p^ 
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was von selbst <^ r ist, und, wenn r nahe an -- li^;t, liegt p nahe an ^. Also ist 
für jedes tì > y ini Gebiet |^| ^ i, <» ^ ^ 

<B\l\\ 



Us) 
WO ib < I ist; nach dem Satz (IX) ist also 



für 

«(5)>i-:— 1 



i-i 



konvergent, wenn die RiEMANN'sche Vermutung richtig ist 

Damit habe ich, wie oben angekündigt, die vorangehenden Entwickdungenbiszur 
numerischen Angabe einer nicht allzu nahe an 1 gelegenen Schranke verschärft; viel- 
leicht untersucht ein Leser genauer, wieweit dies j noch erniedrigt werden kann, kl 
schaue nicht gern zu weit einem W^e nach, vor dem noch ein Abgrund li^ dff 
vielleicht nie ausgefüllt werden wird. 



S M- 
Satz (X). — Die Dikichlet' sehe Reihe 

*Si n 
sei für 9l(i) > « konvergent. Dann existiert für jedes rulle 9^ x der Gren:(mt 

lim-L rf(a + ti)dt 

und ist = ij . 

Beweis: Da die Reihe 

/(' + '0 = |^. 

für o ^ / ^ 0) gleichmässig konvergiert, ist 

t, 

(218) = b^(ù -^ c -{• i] 

wo c von (0 unabhängig ist. 



Äi «'-""logn ' 
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Aus der Konvergenz von 



r 3fl(5) > a folgt unmittelbar die Konvergenz von 

f--A_ 

to n' log n 
ir 9l(j) > a; genauer ergibt sich wegen 

K 
'log. 

S jede positive Zahl bedeuten kann und <[ (t — a gewählt sei, für festes <y > a 
id wachsendes w, falls a ^ol '\- i ist, 

b ^ b . ^ 5 — S 

'log H ~~ÄS «'-^"'logl 

b. . , ^ . . ^ o r*' d« 5.., 



5x = I -dr— = ^(')' 






'log« ' " ' '.-ST.. V, M-'-«-**"' ([(ü]+l) 

= 0f ly + oL t _L_\ + o(_J— ) 



Ils 9 > a -j- I ist, ist wegen der absoluten Konvergenz 

"°) i-^i— = 0(1). 

«=5 n log n 

1 jedem Falle folgt aus (219) oder (220) 

N V ^ ^ b^ 

221) hm — > :^ = o, 

^ «-00 ca Ä5n^-^"*logn 

nd (218), (221) ergeben vereinigt, dass 

lim— rff<i + ti)dt = b^ 

> was zu beweisen war. 

Dies benutze ich jetzt zu dem (bisher nirgends geliefenen) Nachweise, dass das 
ftnal gebildete Produkt zweier für 5 > a konvergenter DiRiCHLEr'scher Reihen nicht 
'ts für 5 > a konvergiert. Wäre dies doch der Fall, so wäre, wie ich a. a. O. ^'^) 
Nviesen habe, für j < <y < i und jedes ?{ > o 

C(<T + a)=0(f^"'**), 



7^ Vergi. S. 124 der in Anm. 8*) zitierten Abhandlung. 

Mmd. Circ. MëUm. Fitkrmo, t. XXVI {ßP sem. 1908). — Stampato U 25 maggio 1908. 
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also gewiss für ~- <! ^^ <C i 

limC(<y 4~ ^0 = o> 

/■.OD 

lim (i — 2'-"-")?:(<i 4- tt) = o, 
folglich a fortiori 
(222) lim — Hl — 2'-^-'0^(^ + ^0^^ = o. 

Die DiRiCHLET'sche Reihe 

N»I ^ 

konvergiert nun für 9l(j) > o und stellt dort die Funktion (i — 2*""')C(0 dîir-Nach 
dem Satz (X) ist also 

im Gegensatz zu (222). 



Aus den Voraussetzungen des Satzes (X) folgt wegen 






^ n^^"* log n Äa «'-^* log n 
durdh die Schlüsse des § 14 auch, dass 



lim 



±fj(,,+,i)ä,=t. 



ist. Herr Hadamard hatte folgenden merkwürdigen Satz ^) bewiesen, welcher (da er 
absolute Konvergenz voraussetzt) dies nicht als Spezialfall enthält, mich aber zur Auffin- 
dung des für meine Zwecke so nützlichen Satzes (X) und einer Reihe anderer Erweite- 
rungen für das Gebiet bedingter Konvergenz angeregt hat : 
Wenn die DiRicHLET'sche Reihe 



77) Vergi das Zitat in Anm. 34). Auf den von Herrn Hadamard genau ebenso im absoluta 
Konvergenzbereich behandelten allgemeineren Reihentypus ^ b^ e"^' gehe ich hier nicht ein, (ü »^ 
bereits fur die DiRiCHLET'schen Reihen 



*» ' 



welche namentlich in der Zahlcntheçrie angewandt werden, Neues bringe. Natürlich ist auch för liö» 
allgemeinen Reihentypus durch meine Methode die Ausdehnung des HADAMARD'schen Satzes um« 
entsprechenden Voraussetzungen über die Grenzgerade absoluter Konvergenz hinaus möglich. 
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jr 91(5) = ß und die DiRiCHLET*sche Reihe 






ix 91(5) = Y absolut konvergiert, so existiert für positives w 



]d ist 






Herr Hadamard bewies dies folgendertnassen. In der Doppelreihe 

/(P + <OKy - *0 = Î £ -fe;.-^, 



— V *!Lf!L 4. Y f- Alf- /-îlV' 



>nvergiert die Summe der absoluten Beträge, und zwar gleichmässig für alle /. Daher 
: zunächst 

fm + ..xr - ov- -|'^+|£,'ä£(^)"'"' 



SO wegen 



a^)'--:^Mr-{m 



2sin 



(co log ^) 



1<^ 



m 






sin ^0) log -^j 



1 ^ 
0) log — 



3ie Doppelreihe auf der rechten Seite von (223) ist für alle o) > o gleichmässig kon- 
ergent, da stets 

>(a.log-j) 



sm 



a> log 



m 



<i 



> und 
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konvergiert; ferner hat jedes Glied der Doppelreihe für w = oo den Limes o; aus (223) 
folgt daher die Behauptung 

(224) lim ^ f/Cfi + *OKr - ti)dt = £^^ . 

Wenn speziell für alle n 
also 

. . ^^ ^ m=g(s) 

ist, so ist nach (224) 

(225) lim '- r/(ß + n)/(Y - tOät = Î-4;» 

wenn nur die Reihe für 9l(i) = ß und 91(5) = y absolut konvergiert. Noch spezieller 
ist, wenn f{s) reelle Koeffizienten hat und für 91(5) = p absolut konvergiert, wie sich 
für Y = ß aus (225) ergibt, 

("^) !Ü^2^£l^(P + ^0N^ = i^. 

Wenn /(5) für 81(5) = ß absolut konvergiert und komplexe Koeffizienten hat, 
folgt aus (224), indem g{s) die Reihe mit konjugiert komplexen Koeffizienten bezcichnet, 



^rni;:rm-httrdt=xH- 
w-00 2(ùj_^ to n^ 



Von (226) hat Herr Hadamard eine interessante Folgerimg über die RiEMAKN'scbe 
Zetafunktion gezogen und an diese eine Frage geknüpft, welche ich durch Ausdehnung 
des HADAMARo'schen Satzes auf ein Stück des Streifens bedingter Konvergenz einer 
DiRicHLET'sch«n Reihe zu beantworten imstande bin. Herr Hadamard ^^) schloss für 

~Àt If ' 

wo X(n) die bekannte LiouviLLE'sche zahlentheoretische Funktion 

X(n) = (— i)».* *»» für « = /»f • • • />»* 

bezeichnet, im Falle ß > i mit Rücksicht auf 

V(n) = 1 
aus (226) die Gleichung 

(227) iim-Lr|^+^r^,=c(2ß). 

Er bemerkte, dass auch im Falle der Richtigkeit der RiEMANN'schen Vemautung, d. h. 
7») 1. c, S. 6>63. 
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m Falle, dass 

6r ift(s) > Y regulär ist, die Gleichung (227) für kein ß ^ i bewiesen sei und dass 
ogar nicht einmal feststehe, ob aus der Richtigkeit der RiEMANN'schen Vermutung die 
tistenz des Limes auf der linken Seite von (227) folgen würde. Ich kann aber jetzt 
Jch beweisen : Im Falle der Richtigkeit der RiEMANN'schen Vermutung und bereits in 
an Falle, dass die obere Grenze 3 der reellen Teile der Nullstellen von C (5) kleiner 
5 I ist, gilt (227) für ß = I imd gewisse ß < i. Aus 2r < i folgt nämlich nach 
13 die Konvergenz von 

f-i*(«) 



ir f |> «, wo a <| I ist. Also folgt auch die Konvergenz von 

éî ft' 

ir 5 > a ; dies kann man analog direkt beweisen oder aus 

^(«)_v(^(«) 



éi n' —ài n' éi «" 



lach dem Satz von Stieltjes ^*) schliessen : Das formal gebildete Produkt einer konver- 
^ten und einer absolut konvergenten DiRiCHLET'schen Reihe konvergiert. Die Giltigkeit 
ron (227) für |i = I und gewisse ß < i ist unter der Annahme der Richtigkeit der 
BUEMANN'schen Vermutung gewiss bewiesen, wenn ich nachweisen kann ^) : 
Satz (XI). — Es sei 

J^) K = 0(1), 

>9) c, = 0(1), 

■tö a fortiori 

00 r 

»• 5 > I absolut konvergent. Diese Reihen seien ferner für i > a, u;o o ^ a < i ist, 
divergent. Dann ist für 



70) Note sur la muUipiicaüon de deux séries [Nouvelles Annales de Mathématiques 
B87), S. 210-215], S. 214. 

'^ Satz (XI) ist natürlich von der RiEMANN*schen Vermutung 
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Aus diesem Satz (XI) folgt auch : Wenn die obere Grenze der reellen Teile der 
Nullstellen von C (5) kleiner als i ist, so ist für ß = i und gewisse ß < i 






wo q alle quadratfreien Zahlen durchläuft, also 

2:(4?)' 

Ich führe nun den Beweb des Satzes (XI) genau durch, obgleich ich nachher: 
einen viel allgemeineren Satz beweisen werde; aber ich möchte dem Leser das Eindiiih 
gen in die etwas komplizierte Beweismethode erleichtern. Zur Orientierung über die 
Voraussetzung (230) bemerke ich zunächst, dass 

7 — 1/17 



also 



= 0,719 ... 
4 



ist, so dass der Satz nicht nur — wie schon durch Herrn Hadamard bekannt ist— m 
dem Gebiete absoluter Konvergenz (inkl. seines Randes, wenn die Reihen dort absohl 
konvergieren) die Giltigkeit von (231) feststellt, sondern auch in einem gewissen Stra- 
fen des Gebietes der bedingten Konvergenz. 

Beweis des Satzes (XI): Die Reihe auf der rechten Seite von (231) konvergiöl, 
jedenfalls wegen 

2ß>I 

und 

Für ß > I ist der Satz durch Herrn Hadamard bekannt; ich darf daher ß ^ i anoek- 
men und habe ihn also für 

« + ^ ~/'^ (I - a)< ß ^ I 
4 

zu beweisen. Wenn X eine beliebige positive Grösse ist, so ergibt sich aus den Van» 
Setzungen zunächst 

Für positives wachsendes / ist nach dem in § 13 durch die Formel (208) bewkses 
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mfssatz, der hier nur auf den Fall einer einzigen vertikalen Geraden angewendet wird, 

M fQ^-^tt)=O0'-' ); 

letiau derselbe Beweis lehrt, dass 



'-U. 



[233) K^-tt)=0(t'-^ ) 

st •*). Ebenso ist 



'-?*». 



254) f(P + <0=O(r'- ), 

*3J) ^(ß-f0=O0-" ). 

Femer ergibt sich für konstantes positives p, wenn w positiv unendlich wird und 
— « ^ ^ ^ Cd ist, gleichmässig **) für alle diese t 

.^.. iP' ""^^ "^ ^''^nleJ'J, IF^ ~ (M + i)^" ' 

Iso, wenn ein positives ^ <C ß — « gewählt wird, 
«Iglich für o < X < p(ß — a) 

E«30 t -^=0(0.-^'^'**); 

la (23e) für diese X bewiesen ist, gilt *") es a fortiori für alle X >• o ; ebenso ergibt 
Web 



'*) (233) ^oigt auch aus (232), wenn man den Satz (232) auf die Reihe 

Sendet und 

tticksichtigt. 

•") D.h. das Zeichen 0(9(01)) bezeichnet eine Funktion von t und co, deren Quotient durch 

?%•) fur alle hinreichend grossen o) nebst |/| ^ oi dem absoluten Betrage nach unterhalb einer von 
:^iid Cr) imabhängigen Schranke liegt. 

•3) Für einen spateren Zweck mache ich darauf aufmerksam, dass d*^ 
^7) fur alle f > a (auch für p > i) gilt und dass auch die Vom 
Sdutzt wurden. Dagegen sind die vorangehenden Relationen (232) 
da sonst stets 

lim/(p 4- /«) = r 

mûsste. 
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p sei nun im Falle ß < i so gewählt, dass 

(^38) (,_.xß_,) <p<^ö— ß) 

ist, im Falle ß = i so, dass die erste der beiden Ungleichungen (238) erfüllt ist. 
solche Wahl ist nach (230) möglich; denn aus 

folgt 

(239) 4-7^ + 2(^y<o, 

da die quadratische Gleichung 
die Wurzeln 

7±fn 

4 

besitzt, und aus (239) ergibt sich weiter 

4(1 - «)' - 7(1 - «)({i - «) + 2(P - «)' < O, 
2(1 - ß)(2 _ {i _ a)< (I - «)(ß - «), 

also im Fall ß <C i 

/N 2 — ß — «^ I 

(240) ^ N/ft _ ,N < 



so dass p zwischen beiden Seiten von (240) eingeschoben werden kann. 

Ich zerlege nun die Summen /(P + ^0 "^^ i^ — ^0 ^° J^ ^^d Teile und 

/(^ + ^*^ = l^ + X.Tfc- 
= 2, + 2,, 

= 2, + 24- 

Dann ist 

m + *0f (fi - *0 = (2. + 2.)(2, + 2J 
= 2. 2, + (2. + 2:jï, + 2.(2, + 2J - 2, 2^, 

(241) = F,(<o) + F,(<-) + F,(a.) + f/«). 
Nach (236) und (237) ist gleichmässig für — w ^ / ^ « 

(242) 2. = O(a.-'«P-»'-0. 

(243) 2, = OCo.-"«^'-*). 
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der ersten Hälfte von (258) folgt wegen ß ^ i 

2_ß— a I 



P> 



I — a ß — a 



N. ' 



h (242), (243) ist also gleichmässig für — co ^ ^ ;^ w 

lim 2 = o, 

lim 2 = o, 



lim 2, 2^ = 0. 



lieh ist a fortiori 

lim — F reo) = — lim— j 1^1 dt 

) 

Aus (232) und (235) folgt gleichmässig für — w ^ / ^ w 

;) 2:, + 2, = 0(0,^**). 

;) und (243) ergeben 

(2, + 2j2:^=0(«o - ) 



h der ersten Hälfte von (238) ist 

2 -— ß — a 

___ p((ì _ a)< o; 

^ ist gleichmässig 

lim(2. + 2j2^ = o, 



lim — F,(w) = lim — /*"(2, + SjS.dt 

?) = o. " 

oso folgt aus (246) und (242) 



I 



lim — F(co) = o 



(ü 



Aus (241), (244), (247) und (248) ergibt sich 

\md. Gre. Maâmm, fëUrmo, t. XXVI (a» «€01. 1906). — Sumpato U >} 
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Was nun F,(w) betrifft, so ist 



Ï.Ï. = 






f ■(«■>) fKc.^^ ff KcAn) VW 



» log — - 



EM. 

26) 









l*JkJ 



w ènte, n^m^ 



log- 



(250) 



(^«.^„.«4... |iog^|j 



Nach (249) und (250) ist die Behauptung (231) des Satzes (XI) bewiesen, wem 
Richtigkeit der Gleichung 



I ^ I ^ I I 
hm — > -T > —u 



1 ^ 
log — 



= o 



festgestellt werden kann, und aus Symmetriegründen brauchen nur die Wenepaar 
n berücksichtigt zu werden, bei denen m <; « ist, d. h. es ist hinreichend, die 
chung 



(251) 



I 4^ I •(=» I I 

lim — > —ry — = o 

m 



zu beweisen. 

Dies geschieht folgendermassen. Es ist für n > 2 






m»^ 



^og-zr 



m 



<r-L yJ__|._L_ T ^ 



(t)^"-^*' ^°ß 



m 
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Eicrin ist, wenn sich die Abschätzung auf grosse n bezieht, 

j.j_L = 0(»-P) für ß < I, 

■ter.mß j = O(logn) für ? = i, 

Iso in beiden Fällen 

= 0(n-P log«). 
>aher ist 



= 0( 
an ist für 






0<3f<I 



_L y 
>y^ 



— iog(l—y)=y^jL^ 



'o hier in jedem Summenglied 

logj^^ = -log(i-i-) 



her ist 






^ m 

= 0(n'-P log n) + 0(n*-P log n) 

= 0(n'-^^. 
ieraus folgt weiter 

^ n^ ^i m^ iQg J^ ^ n^ 

^ m 

52) = O(a>p<*-'^0; 

jch der zweiten Hälfte von (238) ist im Fall ß <] i 

p(2-2ß)<i; 

r ß = I ist dies auch der Fall; also ist (251), d.h. der Satz (XI) durch (252) 
wiesen. 

Den allgemeinen Sätzen schicke ich zwei beim Beweise anzuwendende Hilfsabschät* 
iDgen voraus: 
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i) Es sei 

für 5 > a konvergent, und die positive Zahl t habe die Eigenschaft *♦), dass bei jedem 
S>o 

ist; dann ist a fortiori f{s) für 5 > a -j- t absolut konvergent. Esseia<;(iZ«-fT, 
X > o; ich behaupte, dass im Intervall — w ^ / ^ co bei wachsendem <ù gleichmâssig 

(255) /(ß + tO=0(a.'~'^) 

ist. 

In der Tat ist 

WO (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) das positive X < ß — a gewählt sei, also, 
wenn sich die Abschätzung vorläufig auf unendlich wachsendes |^ bezieht, 
■^ S I 

l'ï'^ Ä ^ «» /•"■^' du T 



([W'] + 0^" 



= o(r )+o(it|.r )+o(r ) 

-= o(ir ' *'), 

womit offenbar (253) bewiesen ist. 

2) Wenn f(J) für 5 > a konvergiert, so ist für ß > «, X > o und konstantes 
p > o gleichmâssig mit — ^ ^t ^ìù 

(2J4) y -^ = 0(0.-^^-'^ 

wie für o ^ a < I schon beim Beweise des Satzes (XI) festgestellt wurde ^ onii 
sich für beliebiges a analog so beweisen lässt : Es ist, wenn o<S<^ß — «ist, 

\ «-ÖP-I-I tl ^^ f 

= 0(a>'-P^^*>*P*), 
womit offenbar (254) allgemein bewiesen ist. 



*♦) Übrigens hat t = i sicherlich diese Eigenschaft, ebenso jedes t > i 
««) VcrgL Anm. «3). 
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Ich behaupte nun sechs Sätze (Xu) bis (XVII); von diesen enthält der letzte — 
essen Wortlaut, wie auch der des Satzes (XFV), recht kompliziert ist — alle vorigen 
«rie genauer ausgeführt werden wird), so dass ich nur ihn zu beweisen brauche; ich 
abe die Spezialfälle, deren Sinn viel klarer ist, mit Absicht besonders formuliert: 

Satz (XII). — Die Reihe 

'für 5 > a konvergent; dann ist für 

4 

lim — ri/(ß + *»)r'i*=l'^- 

Satz (Xm). — Die Reihen 

'.d 

len für 5 > a konvergent; dann ist für 

4 

Satz (XIV). — Die Reihe 
ifür ^ > a, konvergent, die Rahe 

00 /• 

■_■ » 

*■ ^ > «,• £i *«* ß > «,, T > «,, und ^xvischen den Zahlen 

? — «,=*.. T — «. = *. 
>^en entweder die Be:^hungen bestehen: 

55) Jo<*.^i, 

er M m^«n :^wischen ihnen die Beziehungen bestehen: 

''> 1 /■"".' 
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oder es mögen xjviscben ihnen die Bcs^iebungen bestehen: 

(257) ] 

( JC, > I. 

Dann ist 

Satz (XV). — Die Reihe 

00 h 

sei für 5 >► a konvergent; es sei das positive r ^ i so beschaffen, dass bei jedemlyo 

b^ = 0(n**^-'^ 
ist. Dann ist für 

4 

Satz (XVI). — Die Reihen 
und 

seien für 5 > a konvergent; es sei das positive r ^i so beschaffen^ dass bei jedem X>o 

(258) *, = Oin'^-'^ 
und 

(259) c. = O(n----'-0 
w/. Dann ist für 

4 

Satz (XVII). — Z>t« Ä«ibe 

An n 
5« /or 5 > a, konvergent; es sei das positive t^ ^ i 50 beschaffen, dass für alk^yo 

(260) *^ = 0(n«'"^«-'^^ 
ist. Die Reihe 

5df /wr 5 > a^ konvergent; es sei das positive r^^i so beschaffen, dass 

(261) c, = 0(n*^*''«-'"*) 
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t IVenn ß > «, , T > «j *^^ ^^ 



ß — a T — *i 



T . 
I a 

'j^/:^^ u^V^^ so mögen die positiven Zahlen x, und x^ entweder die Belebungen (255) 
kr die Bes^hungen (256) oder die Bes(iehungen (257) erfüllen. Dann ist 

Ich zeige zunächst, dass im Satz (XVII) die fünf vorangehenden enthalten sind. 
Zur Orientierung über den Sinn des Satzes (XVII) mache ich darauf aufmerksam, 
^ die Ungleichungen (255) sicher für solche Zahlenpaare x, , x^ erfüllt sind, für welche 

X = X 
^a — *i 

d 

4 
. Denn dann ist 

4 -7^, + 2xî<o, 

4*, — 7^î + 2x|<o. 

EMese Bemerkung setzt zugleich in Evidenz, dass im Satz (XVII) durch die Spe- 
üisierung a^ = a^ := «, t^ =: t^ z= t, ß = y der Satz (XVI) für 

4 

Lthalten ist; da er für 

egen der nach (258) und (259) absoluten Konvergenz der Reihen f(s) und g(s) 
arch Herrn Hadamard bekannt ist, wird also mit (XVII) der Satz (XVI) vollständig 
^wiesen sein. Im Satz (XVI) ist offenbar für 

^r Satz (XV) enthalten. Dass in (XVII) der Satz (XIV) enthalten ist, ergibt sich 
iraus, dass zufolge der Konvergenz der Reihen /(5) und ^(5) für 5 > a, bezw. 5 > a^ 
e Relation (260) sicher für t^ = i und die Relation (261) sicher für t^ = i erfüllt 
^ Aus demselben Grunde ist (Xm) in (XVI) und (XII) in (XV) enthalten. Ich 
be also nur den Satz (XVII) zu beweisen und zwar wegen der Symmetrie der 
Nationen (256) und (257) nur unter der Annahme (255) und unter der Annahme 
Je). Übrigens ist der oben schon bewiesene Satz (XI) in (XVI) als Spezialfall 
thalten, wenn t = i — a gesetzt wird. 

Beweis von (XVII): i) Es seien die Relationen (255) erfüllt, d. h. 

53) o < X, ^ I, 

54) o < ^a ^ I» 

55) 2x, + 2x, -x\ — 5X.X, -x\ + x^xl + x]x^ < o. 
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Aus (265) ergibt sich weiter 

(266) i<x, -}-x,; 

denn (265) liefert zunächst 

nach (263) und (264) ist 

3— (^. +^,)>o; 
wegen 

ist also 

2(^. + *.) - (X. + xy - |(x. + x,y (3 - (*. + *.)) < o, 

8 - 4(*. + *,) — (*. + *,)(3 - (x, + xj) < o, 
8-7(^. + ^.) + (^.+*.y<o, 

also gewiss 

(266) 1<X^+X,. 

Dass die Reihe auf der rechten Seite von (262) konvergiert, ersieht man nach (21 
(261) und (266) aus 

Die Voraussetzung (265) lasst sich auch so schreiben; 

Zwei Zahlen p, und p, mögen, was nach (267) möglich ist, so gewählt w^erden, 
folgende drei Relationen (268), (269) und (270) erfüllt sind: 

(270) p. (t. - ß + a,) + p.(t, _ y + «J < I. 

Aus (268) folgt w^en 

a fortion • 



'■>f^ + (--'^-)F^ 



(271) ^ ' 



^ß-g 
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o aus (269) 



zerlege ich 

= ^, + h> 
' + '0^(T - *0 = 2,2, + (2. + 2,)2^ H- 2,(2, + 2^) - 2,2^, 

-tt)g(y-Hyt= ri,i^dt+ r(2.+2jv*+ r^^+^y^- r^,\àt 

= F.(«) + F,(a.) + F,(a.) + F,(<o). 
(254) ist für — (Ù ^t ^(ù gleichmässig 

71) und (272) ist also gleichmässig 

lim 2- = o, 

lim 2^ = o, 



— F (a>) = — lim— r^^J^ 



lim 

= o. 



(253) ist gleichmässig für — co ^ t ^ w 
2. + 2,=/(ß + n-) 



-tfi^. 



= 0(0. '• ), 

^rbindung mit (274) 

P — *f 



-Pa(T-«a)-»-»*^ 



= 0(a> '' ), 

ich (269) gleichmässig 

lim(2, -|-S)2 =0 

U..00 ^ * • »-'4 



lim — F,(w) = lim — /^(l, + \) Idt 
= o. 

c. ir«im. PmUrmo, t. XXVI (a" sem. 190t). — StAinpaio U )o maggio 1506. 
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Aus S)anmetriegründen ist ebenso 



(277) 



lim — F, (cü) = o. 



Aus (275), (275), (276), (277) ergibt sich 

Nun ist, wenn p, die kleinere der beiden Zahlen p^ , p^ ist (p^ ^ pj, w 
Symmetriegründen keine Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet, 



22 =f' if-^. 



also 






= 2«Z-|i; + Z Z -fi"^^ — ^ ^— ^ 



2W jfe-, «f»+T 



»log 






log- 



(I j/' u?.»„«i+f,-i+»^a,+T,-i+« j \ 



(279) 



= 0/ — y M«.*'.-?-'** y m' 



oij-KT,-Y-i-»-*_ 



'4l)' 



Nun ist, wenn zur Abkürzung die oberhalb von — i gelegene Zahl 

«, + 'f, — Y— 1+^ = 1 



gesetzt wird, 



J^ ^m 






log 



=ï 



m" 



log 



+ 



m" 



m 



1 ^ 
log- 
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enn die Abschätzung sich auf wachsendes n bezieht, 
V ^^ — V ^^ 4- V ^^ 

"^' lost "^* lOff m-4-^1 loff 



log 



m 



log 



m 



m 



= 0^^"' + 






= 0C 



n 



= 0(n'*'')+ 0(n'*'' log n) 



j" 



«•' 



log 






= 0(M'*''log«) 

_ 0(n'*^*). 



m" 



log 



i — =2!«"-^ — + z»«^ — '- — + f. 



log-— 



m 



log 



= 0(n'*'^*) + 0(n'*^ + O 



m" 



1 "» 
log- 



m" 



log-f 



sig für alle jene »; im Falle 



284 



EDMUND LANDAU. 



ist wegen 



n Z.^^' Z. to^^ 



uPa 



> m'-i 



Hi^l» 



n 



m" 



+ 



log A — ' 



m- 



1 ^ 
log- 



m" 



- log A log-^. 



m 



(280) 






(280) gflt also in jedem Falle gleichmässig in n und liefert weiter 



log- 
also ist nach (279) für alle Ä > o 



EM. 

2<ù 






was nach (270) bei passend kleinem X für o = 00 den Limes o hat. 

Damit ist nach (278) der erste, schwierigere Teil des Satzes (XVII) bewiesen. 
2) Es seien die Relationen (256) erfüllt, d. h. es sei 

(281) X, > I, 

(282) i^^.>i. 

Die Reihe 

^b c 

auf der rechten Seite der Behauptung (262) konvergiert jedenfalls, da 

b.c. 



.P*t' 



— r)/'M»i+''i-'**i+'fa-»-P-t+* 



0(jt' 



) 



ist. p ist nach (282) derart wählbar, dass 



<p< 



(283) — ^ r ^ , 

ist; im Falle jc, = i, d. h. y = t, -}- a, , ist eben die zweite Hälfte von (283) v« 
selbst erfüllt. 
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Es ist nun 



«4)£/(i>+..>(T-.o^'=£|^|^*+£j;^,J^,^^'. 



ierin ist für — w ^ t ^ w gleichmässig nach (281) 
d nach (254) 






ît; = 0(1) 

o nach der ersten Hälfte von (283) gleichmässig 



iher ist 






=: O. 



o nach (284) 

85) lim(— r fŒ ^ ti)g(y - tt)dt — — rf-^,f^dt\=o. 
Nun ist 

feüch 



t -P AT, wT . , m ' 

m^n t log — - 



o, wenn 

S < ß — a, — T, 

= (*. — O-f. 

Nvählt wird (um die Konvergenz der auftretenden Reihe zu sichern), 



J6) = /-^ ^ ;„».+',— T+« £ „' 



,a,+T,_i-Tf+« ■<? a,+T,-i_p+» 



Kl)' 
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Es ist für wachsendes m und festes x >• i 




V fi-*- 


I _^.-x Ï . ^'-x 


' + f «-« ^ 

log : -^' log± 

fî ff» 


-5» 


log^ 


- log: -^- 














log 2,4t "^/üV^. log^ ' «".ÄV, ,_»L • U„X 



log 



log 



= 0(i) + oc«-" m log m) + 0(m-"« log m) + OC«"-") 
(287) = 0(0, 

da schon früher die Relationen 



= 0(m log m), 



««•L^-i log 



m 



"â^ I 

y — - = 0{m log m) 

festgestellt waren. 

(287) ergibt, in (286) emgesetzt, 

also nach der zweiten Hälfte von (283) bei passender Wahl von ^ 

= 0(0)-), 

>î > o 



(288) 

wo 



ist. 



Aus (285) und (288) folgt endlich die Behauptung (262), womit der Satz (X\TI) 
vollständig bewiesen ist. 

Er lehrt, dass die Gleichung 

(^^^) tL h rP + **>(^ -''^'* = % ^r 

nicht nur für x^ > i, x, > i giltig ist, was Herr Hadamard bewiesen hat, sondern 

dass es zu jedem x^ im Intervall 

einen Spiekaum 
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ist, gibt, für welchen (262) gilt ^). In der Tat ist die Ungleichung 

C^6S) 2x, + 2x, — x] — 5x,x, ~ x\ + x^xl + x]x^ < o 

fxir X, = I identisch erfüllt, was auch jenes x, sei, da sie alsdann 

I — 2X, <o 
lautet; (265) gilt also für 

vind für - <; Xj ^ I, Xj > I ist (262) nach dem zweiten Teil des Satzes (XVII) 
S^wiss giltig. Übrigens ist für x, = i 

^ür i < *, < I 

natürlich zeigt (289), dass 

lim 9(x,) = I 

vind 

lim9(x,) = -i- = (p(i) 
1,-1 

ist. 

Der Giltigkeitsbereich der Relation 

lässt sich übrigens noch über das durch den Satz (XVII) gegebene Mass ausdehnen, 
z. B. durch Kombination des Satzes (XVII) mit dem 
Satz (XVIH). — Die Reihe 

-SÊ- b 

sei für ^ > a^ konvergent; es sei das positive t^ ^ i so beschaffen, dass für alle f{ > o 
(260) b^ = O(n'>*'^»-'*0 



ist. Die Reihe 



'«=l;7 



sei für 5 > a^ konvergent; es sei das positive t^ ^ i so beschaffen, dass 
(261) c, = 0(«*»^'''-*^*) 



8Ö) Und ^cnd, wenn die Indices i und 2 vertauscht werden. 
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ist. Es sei 






(290) i^ + ï^ > I, 

Y'>«., 

(291) i:=jb-+ïi^>x 

und 
Dann ist 



T. T. 



ß + Y = ß' + Y'- 



Beweis: Es ist, wenn die komplexe Variable 5 = ff -|- M' eingeführt wird, 

/(ß + 'OKy - tOdt = 4- / /(5)Kß + Y - O-i^, 

WO das Integral geradlinig zu erstrecken ist. Der Integrand stellt eine für 

(293) «.<SRW<P + Y-«. 

reguläre analytische Funktion dar, da für diese 5 

und 

. X.. ^ . «.<P + Y-» 

ist. Die Gerade 

SRO) = ß' 

gehört dem Streifen (295) an, da nach den gemachten Voraussetzungen 

«. <ß' 
und 

ß' = ß + Y - Y' 

<ß + Y-«. 
ist. Nach dem CAUCHv'schen Satz ist also, wenn über das Rechteck mit den Ecken 
P d: <«>*> ^' ii^i integriert wird, 

Ks)gi^ + t-s)ds 

AsW-hy-sys-\- fQ)g(p+y-sys-\- f(s)g(^+'i-sys. 

Die beiden horizontalen Rechtecksseiten haben die Länge |ß — P'|, also, wenn ß<?' 
angenommen wird (w^as keine Beschränkung der Allgemeinheit ist) die Lange fi' — ?• 
In den beiden letzten Integralen auf der rechten Seite von (294) ist also die Lange do 
Integrationsweges von a> unabhängig. Ich werde zeigen, dass der Integrand in alko 
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nkten des Integrationsweges gleichmässig := 0(<ö^) ist, wo ir <; i ist; damit ist die 
lauptung (292) dann vollständig bewiesen, da 

\ / /«f (ß + Y - ^)às = / /(ß' + f OKy' - ^0'^' 

Der fehlende Nachweis der für ß ^ c ^ ß' gleichmässig geltenden Relationen 

/(er + coO^Cß + Y - ^ - ^0 = O(cu^), 
/(^ ~ o>OKß + Y - <^ + ^0 = 0(0)^) 

rd nun folgen dermassen erbracht. 
Es werde 

X. j 

setzt. Wenn die Abschätzung sich auf wachsendes w bezieht und gleichmässig für 
^ (7 ^ ß' gilt *^), so ist bei gegebenem S > o, wo X <C ß — *, gewählt sei, 

i) soweit <y < «, + Tj -| ist, 

2 



P *. . , ^ . ^ ^ ^ T"^' dtt ^, 



r^(ür)=y— ^+(c— «,— s±a,o y s / - 



«^1 



7I. "" ** (K'i+iy-«'-*-' 



MBU *-»-I 



95) = 0(<o'"~*^), 



®7) D.h. die in (295) bezw. (296) mit 0(w '^» '^«) bezw. 0(o)**) bezeichnete Funktion ist 

e Funktion von (t und w, deren Quotient durch co » ^» bezw. i dem absoluten Betrage nach 

alle hinreichend grossen w und alle <i des Intervalls (ß . . . PO» soweit a überdies < *, + '^ 1 H 

8 
w. ^ a, 4" "^i H ist, unterhalb einer von w und (t unabhängigen Schranke liegt. (295) ist 

c schärfere Fassung der oben durch (253) bewiesenen Tatsache. 

JUmI. Cferc. ìiéi^m. PûUrmo, t. XXVI (a^ som. 1908). — Sumpato U 30 maggio 1908. 37 
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2) soweit ff ^ a, + Tj -j ist, 

(296) /(e ±0)0 = 0(0= OK). 

Ehirch Buchstabenvertauschung ergibt sich aus (295) und (296), wenn X positiv und 
< Y — a^ gewählt wird, gleichmässig für ß^<r^ß' (da akdann y'^P+Y — ^^T**) 

i) soweit &-f-Y~~^<^*a~f''^jH *s^> 

(297) ^(ß + Y - ^ ± ^ = 0(0) ^' "0, 

2) soweit ß -f" Y — ^ ^ *2 "h '^a H ^^^ 

(298) ^(P +. Y - <» ± "0 = 0(i) = OK). 

In jedem Fall ist bei passender Wahl von S die Summe B = ^(ff) der Exponenten 
von 0) in der durch (295), (296), (297), (298) gelieferten Abschätzung 

/(er ± a>0^(ß + Y — <^ T ^0 = 0(a>^) 
unterhalb einer für ß ^ <x ^ ß' von ff unabhängigen Zahl ^ <C i gelegen. Denn 
ist entweder 

/ \ ^ ^ — «.1^1 ß + Y"~^ — *al^ 

(299) e = I ' -] h ^ — !—L^ ? -^ 

oder 

(300) e =r I — L + — 

oder 

(301) e = I - ^ +-1^-^^IJL. + 1 

oder 

(302) e = o; 

die rechte Seite von (299) ist eine lineare Funktion von ff, welche für ff = ? 

und für ff = p 

ist, also nach (290) und (291) bei passender Wahl von S für ff = ß und <7 = p',also 
für ß ^ ff ^ ß' kleiner als i ist. Für (300) ist unmittelbar klar, dass bei passeßd 
gewähltem X 

ist, ebenso für (301), dass alsdann 



ist, und für (302) ist 






e = o< I. 
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Also ist, wie behauptet, in den zwei letzten Integralen auf der rechten Seite von 
294) gleictunässig 

305) /0Kß + Y-O=ö(«^ (:.<!); 

er Quotient jedes dieser Integrale durch o) hat nach (303) den Grenzwert o, und die 
lehauptung (292) des Satzes (XVIII) ist bewiesen. 
Er lehrt speziell, wenn 

T, = T^ = I 

st, d. h. die — alsdann trivialen — Voraussetzungen (260) und (261) weggelassen wer- 
ten : Falls /(5) für 5 > a^, ^(5) für 5> a^ konvergiert und die Zahlen 

lie Relationen 

*i > o, x\ > o, X, > o, x[ > o, 

^. + ^a = < + ^1 > I 
rfûllen, so sind die Gleichungen 

lim — T/Cß' + *0^(y' — 'O*^^ = f -^ 

tweder beide giltig oder beide nicht giltig. Anders ausgedrückt: Wenn im Falle 
= Tj =: I die Gldchung (262) für ein positives Wertepaar x, , x, gilt, für das 

■-, so gilt (262) für jedes positive Wertepaar x\, x^, für welches 

x\ -f x; = X. -f X, 

c. Dies erweitert den Satz (XIV) etwas; da (262) für 

. 7 — Y^ 

4 
b giltig festgestellt wurde, so gilt (262) mit jedem x^ > o für 

Xj :^ Xj -f- Xj X, , 

^eon dies positiv ist, also für jedes positive 

= 1, 458 . . . — x; . 

©s ist z. B. für x', > I mehr als die Abgrenzung 

^che durch den Satz (XIV) festgestellt wurde; für V, > ^ ~ '^ ^ darf x'^ sogar jede 
^idve Zahl bezeichnen. 
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Herr Hadamard hat am Ende seiner Arbeit ®^) noch einige andere in seinem Satz 
enthaltene Identitäten über die RiEMANN'sche Zetafunktion im absoluten Konvergenzbe- 
reich besonders hervorgehoben, nämlich 

(504) lim -L r%(? + ti)\'dt = C(2ß) (tJ > I), 
und, wenn K^^^^s) die v-te Ableitung von ^(s^ bezeichnet, 

(505) lim -L r|2:'v)(ß _|. ti)\^dt = !:'"'(2ß) (ß > I); 

in der Tat ist ja für 91 (5) > i, wenn 

r(v)/,N _ t^ (- O'log'^^ - f- A. 

gesetzt wird, 

t K _ flogen 

Die Sätze, welche ich in diesem Paragraphen über DiRiCHLEx'sche Reihen im bedingten 
Konvergenzbereich bewiesen habe, gestatten . mir nicht, (304) und (305) für ein ^ <i 
zu folgern ^); denn die betreffenden Reihen konvergieren gewiss nicht jenseits der G^ 
raden er := i. Aber meine Beweismethode ist mutatis mutandis doch anwendbar und 
wird die Giltigkeit von (304) und (305) für gewisse ? <C i liefern. 

Zunächst sei von (304), d. h. von C (j) selbst die Rede. Ich behaupte, dass (jq) 
für 

4 
gilt ^). p werde so gewählt, dass 

ist. Nach (24) ist 

US+.0=| ^- + ,_; + „ ■ ^„,3- - » + -O^X" ÖTT^ 

also, wenn sich die Abschätzung auf grosse cu bezieht, für — a>^l^» 



**) Vergi. S. 62 der in Anm. 34) zitierten Arbeit. 

®9) Für P = I hat offenbar die linke Seite dieser Relationen keinen SiiUL 

9°) Übrigens würde dl« Benutzung der Relation (213) an Stelle von (joi 

7 — ^~^ 

— etwas herabzusetzen gestatten. Doch will ich die Analogie mit dCP 

4 

durch die Form des Textes deutlicher hervortreten lassen. 
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SO 



mit Rücksicht auf die durch (210) festgestellte Relation 
?:(ß-|-M)=0(a>-i») 

ff+'0-|;;;é.)C(f-.0-(Cff+<0-|^)(ï»-.0-£^) 
«/_u Äi n'P Ä? «P Ä=i mP !-,_ ' 



log 



+ OCw'i^'-P') + 0(a,'-P*P'-P'loga)) + OC«'-**-?*^, 
ich nach (306) und (252) 

bei passender Wahl von S 

Damit ist (304) bewiesen. 
Ebenso ergibt sich die Richtigkeit von (305) für 

4 

Q aus (24) folgt in der Halbebene «(5) > o (exld. * = 1) für alle 1» 
^ ^ ^ ~ èi «' *r (/," ^5 - Î (« + I)'- j 

Û tff = [wP] — I (3 > o) gcse^ît wird|^ 
^i ^^ gleicbmässig 

) ^'«(ß + n-) = (-!)" 



I) 
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ferner ist, wie für p = i aus (309) folgt, 

(310) ?:<»>(? + M) = o(<o-p-«). 

p sei jetzt so gewählt, dass die Ungleichungen (306) erfüllt sind. Aus (309) und 
(310) ergibt sich (analog wie oben im Falle v = o) gleichmässig für — w ^^Zw 



IM^H 



1 ^ 

log 



= 0(0)^), 

wo bei passender Wahl von S 

ist, und damit ist (305) im behaupteten Bereich bewiesen. 

Ebenso liesse sich der Integrand JI^'''^(fi -f" ^O^^^^'^Cy "^ ^0 behandeln. 
Zum Schluss dieses Paragraphen will ich beweisen, dass 

(311) hm — / \-^ — ! ^\dt = C,(2) = -— 

und 

(312) Um J- f—J dt = l^ = ^ 

ist. Am Anfang dieses Paragraphen waren (311) und (312) (und die entsprechenden 
Relationen mit ß <C i) nur unter der Annahme der Richtigkeit der RiEMANN'schen , 
Vermutung bewiesen worden ; ich bin aber durch Einführung meiner Ergebnisse über i 

M— 1 

und 

in die obige Methode imstande, wirklich die Existenz der Grenzwerte in (311) u^d 
(312) und die Richtigkeit der betreffenden Gleichungen auf der (von Herrn HadamaW) 
wegen der Divergenz der Reihen der absoluten Beträge hier nicht erreichten) Grenz- 
geraden absoluter Konvergenz zu beweisen. 
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Lch (186) ist ^) a fortiori 

*'« = o(is?-«)' 

jent (da 

M(„)(-i-. '- ) = 0(-pV-^Ì 

d, wenn die Abschätzung gleichmässig für — w ^ / ^ a> gilt, 

fei «'*"■ r- n-*"' 



ito «'*" ^ \ r log' « »' ; ^ \ ' 

3 



= T^^+Ö(<o 0+0(0. ') 
ist für jedes S > o 



) Ich habe (313) zuerst auf S. 548 der in Anm. •») 
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also 



1^(1+ MX Kii-^ti) Kii-ti) 



3 3__ 












s 



+U 



(^(«) 






f*(«) 






ftwi 






5=1 n •»-! m 



y^ / r^\\2 y^ y^ 



ten An tel n m 

WO I > >i > o ist, folglich 

J_„|?:(i+/Or An « Äi « Ar. m floe — 



y^ 



= ö T -^S;-i- — i— + oc«-) 



.î^ 



.4i n ^ m log 2 ^ _«_ __^_^. ,_ « r^ ' 



--f*'log^ 



.»^ 



+ oc«-") 



y<» \ 



= 0((iC)')4-0(«-'') 

= 0(0.^), 

wo 3 <; I ist. Also ist 

!:(4)' 
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omit f?i2') bewiesen ist. (312) zeigt u. a., dass nicht für ^ = 00 den 

renzwert o haben kann. 

Genau ebenso ergibt sich (311) aus der von mir früher bewiesenen Relation ^) 

I;h«)=o(t^)- 



§ 16. 

Nach diesen schwierigen Betrachtungen will ich zum Schluss einfachere Dinge 
sprechen und einige neue Beweisordnungen für die — bei Dirichlet's Beweise des 
.tzes von der arithmetischen Progression gebrauchte — Tatsache angeben : Die unend- 
he Reihe 

vxOO 

L n ' 

welcher / («) einen vom Hauptcharakter verschiedenen reellen Charakter der Gruppe 
it zu k teilerfremden Restklassen bezeichnet, hat einen von Null verschiedenen Wert. 

Ich habe den mit funktionentheoretischen Hilfsmittehi operierenden Beweis Herrn 
E LA Vallée Poussin's ^) in einer früheren Note ^) durch einen kürzeren ersetzt, bei 
2m ich allerdings einen neueren funktionentheöretischen Hilfssatz über DiRiCHLET'sche 
dhen mit positiven Gliedern anwandte. Ich habe aber inzwischen erkannt, dass sich 
ie Einführung dieses Satzes noch vermeiden lässt, und bin dadurch zu folgender Be- 
'eisanordnung gelangt. 

Wenn 

"4) /(«) = lx('») 

m\n 

setzt wird, so ist für 81(5) > i 

rc^ vXOO.VjL- v/W 

d stets 

ï6) /(«)^o, /K)^i; 

i6) folgt z.B. aus folgender Produktdarstellung, in welcher j^ alle Prii 
ift, für welche ;^(^) = -f-i ist, r alle, für welche x(0 = — ^ ^ 



9") Vergi. S. 567 der in Anm. ^ö) genannten Arbeit. 
93) Vergi, seine in Anm. 3») erwähnte Abhandlung, S. 24-39. 
9*) Über das Nichtverschwinden einer Dirichlet'jcüpm Rßihe 
eussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1906, S. 314-3 

JUmd. Circ. MsUm. fâkrmo, t. XXVI (a© «cm. 1908). — Sumpato il i® giogno 
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-C .■ ■ i . 



p- p' 



=n.^7nr.n-vn-v 

Ìx(")-5(x) 

S(x-)=0(i), 
y-xOO 

.^; ^= ^ ^ v^ convergent. Die für 91 (5) > i durch 

/••< L n' 

<<b)i«ì*« Funktion ist also nach (517) für 9î(j)>'0 mit etwa^er Ausnahm 
'^««L-ws > I regulär; dieser Punkt ist im Falle 









)!^ «r«cr Ordnung. 




L^o 


>SlNkitt 




tf(.»)= Ix(»)i 




VT 


T »^ -;^- 




=1 


xWZi + Ii Z x(«) 




VT 


VT VT 




=L 


x(«)-f + 051+0X1 



fl— ^X-4- 1 
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ch (318) ist 



Ha.y W tissy ti 



io) liefert also 










21) =Lx-{.0{V^). 

Wäre nun 

Z. = o, 
wäre 

t/(.n) = 0(^/7), 

» (519) für Ä(j)> -^ konvergent, also (jij) ebenda giltig. Nun wäre für reelle 
> I nach (316) 

enn i zu j abnimmt, würde also die linke Seite von (317) über alle Grenzen wachsen, 
ährend die rechte Seite dem endlichen Grenzwert 

Jstrebt Daher ist 

Dieser Beweis lässt sich — wobei er natürlich etwas länger wird — so wenden, 
ISS die Theorie der Funktionen komplexen Argumentes vermieden wird, indem die 
iftretenden Reihen nur für reelle s betrachtet werden. 

Wenn nämlich /(w) durch (314) definiert wird, so ist für 5> i (315) giltig, und 
sind die Relationen (316) erfüllt. Ferner ist wie oben zu ersehen, dass (321) gilt. 

Nun betrachte ich die zunächst für 5 > i gütige Identität 

t:ri n tzi n tsi n 

ren rechte Seite als das formale Produkt der Reihen links definiert ist, d. h. wo 

^(«)=Zx('»)(-0'*' 

. Die beiden Reihen auf der linken Seite von (322) konvergieren für 5 > o, ihr Pro- 
It rechts also mindestens für 5 > y; dies folgt aus einem Satze von Stieltjes ^) 



S*) Dieser Satz lautet : Wenn zwei DiRicHLET'sche Reihen fur j = p konvergieren, so konvergiert 
formal gebildetes Produkt fur j = p + ~- ^^ ist von Stieltjes auf S. 215 der Note ausgesprochen 
»rden, welche in Anm. 7d) zitiert wurde. Ein Beweis steht auf S. 11 3-1 14 meiner in Anm. S") 
lerten Arbeit. 
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oder auch ohne ihn direkt so: 

îx(«) = o(i), 

«si 

also 

yf ± y- s. 

ZK«)=i;x(»)io-o"*' + i(-^)"*' i x(«) 

V7 V7 

= oy Li + o^ii 

««■I ft— 1 

= 0(1/^). 
Wäre nun 

L = o, 
so wäre nach (321) 



«' 

für f > 7 konvergent. Da ferner für i >• i 

(3-^) (■-f).r-^^=l;'-S-^- 

d. h. 

g(ji) =zf(^n) für ungerade w, 

ist, so gilt (324) überall da, wo (323) konvergiert, also mindestens für 5 > j. Es 
also für 5 > y 

Wenn 5 zu - abnimmt, hat die linke Seite von (325) den endlichen Grenzwen 

yXW t(— ori 

während die rechte Seite nach (316) gegen— 00 strebt. Also ist 

Dieser Beweis lässt sich auch ganz ohne Anwendung der Variablen 5 fü 
Alsdann kommt ungefähr ein älterer MERTENs'scher ^) elementarer Beweis heraus 
elementare Gedankengang lässt sich so darstellen. Wird 

/(») = Zx('») 

m\n 

ö^) Ueber Multiplication und Nichtverscinuinden Dijuchlet* scher Reihen [Journal fur die rein- 
angewandte Mathematik, Bd. CXVII (1897), S. 169-184J, S. 181-184. 
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ittztj SO ist Stets 

,6) /(«)^o, /(m')^i, 

e aus 

f(^ab) =f(a)f(b) für teilerfremde fl, b 
bst 

/O'0 = x(o+xa>)+---+x(/>o 

gt. Also ist wegen 

ite |/« — ÄTiff» 

26) limt-^ = + oo. 

-* x_» Äi |/n 



Wegen 



nd 



iï^ = OC), 

— V^ VA/ 



usserdem ist bekanntlich, wie aus 

imittelbar folgt, 

ö B eine Konstante bezeichnet. Dies ergibt 

= 2 1/? ^I + (^^^ + 0(1) + 0(1) + 0(1) 
= 2l|/^+0(i); 
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daher ist niit Rücksicht auf (326) 

Übrigens hat Herr Mertens schliesslich •^) einen anderen elementaren Bewà 
angegeben, der insofern noch einfacher ist, als die Abschätzung des irrationalen Aos- 

drucks y —p= nicht gebraucht wird, und jenen einfachsten MERTENS*schen Beweis habe 
ich ^) noch kürzer dargestellt. 

Berlin, den 11*" Januar 1908. 

Edmund Landau. 



BERICHTIGUNG. 

Auf S. 239, Z. II ist am Schluss hinzuzufügen: 



log 2 

E. L 



ö7) Eine asymptotische Aufgabe [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschiften ia 
Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, Bd. CVIII (1899), Abt. IIa, S. 32-37]. 
ö®) Vergi. S. 315-319 meiner in Anm. •♦) genannten Arbeit. 
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ZUR THEORIE DER BERÜHRUNGSTRANSFORMATIONEN DER KREISE 
IN EINER EBENE MIT NICHTEUKLIDISCHER MASSBESTIMMUNG. 



Von W. Ludwig (Braunschweig). 



Adunanza del a6 gennajo Ì90S. 



Einleitung. 



Im XXin. Bande dieser Rendiconti habe ich *) auf die besondere Rolle hinge- 
wiesen, die in einer Ebene mit nichteuklidischer Massbestimmung, <y, das « absolute 
'olarsystem », d. h. die durch den absoluten Kegelschnitt erzeugte polare Zuordnung, 
ei den Kreisverwandtschaften von <y spielt. Der innere Grund hierfür ist darin zu 
achen, dass das absolute Polarsystem selbst eine Berührungstransformation der Kreise 
on <y ist, und zwar eine besonders einfache : Es ordnet ja immer zwei sich berühren- 
en Kurven wiederum zwei sich berührende Kurven zu und vertauscht die Kegel- 
chnitte unter einander, die den absoluten Kegelschnitt doppelt berühren, also die nichteu- 
lidischen Kreise von <j ; dabei zeichnet es sich dadurch aus, dass es den Punkten von 
weder Punkte noch eigentliche Kreise zuordnet, sondern die in Geraden ausgearteten 
Preise. 

Nun lassen sich aber die Berührungstransformationen der Kreise einer Ebene a 
mröckführen auf gewisse zweideutige Transformationen der Ebenen des Raumes, die 
ch ©-Transformationen genannt habe "); also muss es auch eine ©-Transformation 
»eben, die dem absoluten Polarsystem von <r entspricht. Diese stellt einen Ausartungsfall 
^ (S-Transformationen dar und fügt sich nicht unmittelbar in deren allgemeine Defl- 
ation ein, weshalb ich sie früher beiseite gelassen habe; aber sie ist an sich interessant 
'egen ihrer sehr einfachen Eigenschaften und liefert uns ausser dem absoluten Polar- 
ï^stem noch eine zweite ausgezeichnete Berührungstransformation der Kreise von <j, 
is der sich mit Hilfe der Spiegelungen und des absoluten Polarsystems die ganze 
truppe der Berührungstransformationen der Kreise in der nichteuklidischen Ebene <y 
tfbauen lässt. 

Die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung ist es nun, diese besonders einfache 



') Ober den Zusammenhang der Berührungstransformationen der Kreise einer Ebene mü den con- 
p-men Abbildungen des Raumes (Seite 307). Diese Abhandlung wird im folgenden vorausgesetzt und 
^U mit / bezeichnet werden. 

*) Projektive Untersuchungen über die Kreisverwandtschaften der nichteuklidiscben Geometrie, Habili- 
^onsschrift. (Karlsruhe LB. 1904). Vergi. I, S <• 
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(S-Transformation und ihre Bedeutung für die Berührungstransformationen der Krdse 
einer nichteuklidischen Ebene zu untersuchen. 



s I- 

Die Eigenschaften der einfachen (£-Transfi>miationen. 

I. Wir nehmen im euklidischen Räume eine Kugel 4>, eine Ebene y und ihren 
Pol C; wenn y von 4> in dem reellen oder imaginären Kreise ç geschnitten wird, » 
wollen wir mit y eine nichteuklidische Ebene <y zusammenfallen lassen, deren absdmer 
Kegelschnitt 9 ist, und haben dann in dem Polarsystem von ç eine Berührungstrans- 
formation der nichteuklidischen Kreise von <r; diese projizieren wir aus S^C m da 
Berührungstransformation der Kreise von O und erhalten dadurch eine Bezidiung 
zwischen den Ebenen der Kreise von 4>, d. h. eine Transformation ffi* der Ebenen des 
Raumes, als deren Grundkugelj Hauptebene, Centrum wir 4>, y, C bezeichnen wolta. 
Wir erkennen sofort, dass (S* die folgende definierende Eigenschaft hat : 

Jede Transformation (£' erT^eugt eine eindeutige involutorische Beziehung ^wischen ita 
Ebenenpaaren, in die die Ebenen des Raumes durch die involutorische Centraìkollimàut 
mit demselben Centrum C und derselben Hauptebene y geordnet sind. Zu jedem soìàa 
Ebenenpaar gehört ein Kegel IL Grades, der seine Schnittkreise mit der Grundhifû ♦ 
aus C projiziert, und zf^ei Ebenenpaare sind einander durch 6* zj^geordnet, wenn in 
zugehörigen Kegel IL Grades in dem Bündelpolar system polar sind, das durch ^ m 
Bündel (C) hervorgerufen wird. 

Da die Transformationen (g* zweideutige Verwandtschaften der Ebenen des Raumes 
sind und in O Berührungstransformationen der Kreise einschneiden, fallen sie unter & 
Definition der ©-Transformationen; sie sollen als einfache ^'Transformationen bezdchnet 
werden ; und zwar wird durch jede S' <ï> so in das Ebenenbündel des Centrums C 
von (£' verwandelt, dass je zwei zugeordnete Ebenen sich auf der Hauptebene y schnei- 
den, also entsprechend einer ausgearteten Centralcollineation mit den Hauptelementeo C 
und y; daher müssen wir die Transformationen ©' unter die fundamentalen C-Trans- 
formationen rechnen. Andererseits aber ist durch die Voraussetzungen, aus denen ^ 
die Eigenschaften der ©-Transformationen abgeleitet worden sind, gerade der Fall aus- 
geschlossen, dass die mit den ©-Transformationen verbundenen Collineationen ausarten; 
wir müssen deshalb die Eigenschaften der einfachen ©-Transformationen von neuem 
herleiten und können dies auch leicht auf Grund ihrer oben angegebenen Definition; 
dabei zeigt sich, dass die einfachen ©-Transformationen sich als besonderer Fall genao 
unter die fundamentalen ©-Transformationen unterordnen. 

a. Als erste Eigenschaft erkennen wir : 



3) Habilitationsschrift, zweiter Abschnitt, §§ 1-4. 
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Jede einfache ^-Transformation ®* ist mit ihrer inversen Transformation ®'~' voll- 
ständig identisch : (£' = 6'"'. 

Je zwei einander in einer Transformation (g* entsprechende Ebenen schneiden sich 
auf ihrer Hauptebene y; daraus folgt: 

In einem Ebenenbüschel, dem die Hauptebene y einer einfachen ^-Transformation S' 

ongehört, entsteht durch (S* eine involutorische Korrespondenz;^ [2], die eine Involution 

iiynschen den Ebenenpaaren der in dem Büschel durch C und y bestimmten Involution ist. 

Jedem Ebenenbüschel, dessen Axe Tangente der Grundkugel ^ ist, sind durch (£* 

Xfvei, Tiu ihm mit y als Perspektivitätsebene Perspektive Ebenenbüschel ^.ugeordnet, deren 

Axen ebenfalls 4> berühren. 

Auf Grund der Erzeugung der Flächen II. Grades durch projektive Ebenenbüschel 
lassen sich aus diesem Satze die folgenden Eigenschaften ableiten : 

(S* verwandelt jede, der Grundkugel O umschriebene Flache IL Grades X^ — und 
^ugl^ch auch die Flache X, , die ihr in der involutorischen Central collineation E mit den 
nämlichen Hauptelementen gepaart ist — in zwei ebensolche Flächen X\ und X'^ , die 
einander in S Tiugeordnet sind, und die Hauptebene y in demselben Kegelschnitt schneiden 
tine X, und X^. 

Dabei bestehen zwischen den Berührungsebenen von X^ und X[y sowie von X^ 
und X^, sowie von X^ und X[y sowie von X, und X^ umkehrbar eindeutige Zuord- 
nungen derart, dass je zwei einander entsprechende Ebenen sich auf y schneiden, also 
Centralcollineationen. 

Entartet X, in ein Ebenenbündel (PJ, so fallen X[ und X[ in eine Fläche X' :(tt- 
sammen; die Ebene des Berührungskreises von X' und ^ verbindet das Centrum C der 
V mit der, i. Bex^, auf 4> genommenen Polare der Geraden CP^, Liegt P^ in der Haupt- 
ebene Y, so ist X, ^ X, ^ X' ; nur in diesem Falle wird X' auch ein Ebenenbündel, 
[nämlich das Ebenenbündel (P,) selbst]. 

Umgekehrt entsprechen einer Fläche IL Grades X 7;wei Ebenenbündel, wenn X die 
Grundkugel 4> längs eines Kreises berührt, dessen Ebene durch das Centrum C von S* 
Vauft. 

In diesem Falle ist X in der involutorischen Centralcollineation E mit den Haupt- 
dementen C, y sich selbst gepaart; es giebt aber noch andere derartige Flächen 
0. Grades : 

£1«^ Flache IL Grades X, die die Grundkugel O längs ihres Schnittkreises mit der 

Hoiiptebene y berührt, geht durch ®' in eine ebensolche Fläche X' über. Jeder Tangen- 

Halkegel von X, dessen Scheitel in y liegt, schneidet 4> in :(wei Kreisen, deren Ebenen X' 

berühren, — und umgekehrt. Einmal fallen X und X' T^usammen in die « Hauptfläche » 

tßon 6*, die durch ®' so in sich selbst übergeführt wird, dass jeder sie berührenden Ebene 

erstens diese selbst und zweitens die ihr in ® gepaarte entspricht, 

3. Die Aufeinanderfolge mehrerer einfachen ©-Transformationen müssen wir sorg- 
faltig und ausführlich untersuchen, da es sich um mehrdeutige Verwandtschaften han- 
cJelt; deshalb sollen hierbei auch die Beweise mitgeteilt werden. Zunächst sei 8* eine 

Rimi. Cire. MtUtm. Pûkrmo, t. XXVl (a^ tem. 1908). — Sumpato il 2 giugno 1908. \% 
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einfache Ê-Transformation mit den Hauptelementen C, y und î eine die Grundkugd 
<ï> in sich selbst überführende involutorische CentralcoUineation, in der den Elementen 
C, Y die Elemente Z), S entsprechen mögen. Wenden wir dann Î auf 6* an, d.h. 
bilden wir die Transformationen ÎÊ'Î, so entspricht in dieser einem Ebenenpaar u^, 
TQj ein Ebenenpaar vij, ti^, wenn die ihnen durch Î zugeordneten Ebenenpaare £,,6^ 
und e', £^ zwei sich in 6' entsprechende Ebenenpaare sind; in diesem Falle sind «, 
und Tij sowohl, wie ri[ und r,^ durch D und S harmonisch getrennt, und die beiden 
Kegel II. Grades die aus D die Schnittkreise von O mit >), und >),, bezw. mitr.J und 
nl projizieren, sind zu einander polar in dem durch 4> im Bündel (D) erzeugten 
Bündelpolarsystem. Also ist ÎÊ'Î ebenfalls eine einfache (^-Transformation, nämlich 
diejenige mit den Hauptelementen D und S. — Sind ferner (gj und (£^ zwei einfache 
©-Transformationen mit derselben Grundkugel <ï> und den Hauptelementen C^ , y, bezu*. 
C,, Y^, so kann man auf zwei Weisen eine involutorische Centralcollmeation Î kon- 
struieren, die <î> in sich selbst und y^ in y^, also auch C, in C^ überfühn; man 
braucht nur als Centrum von î den Scheitel eines der beiden K^el IL Grades zu 
nehmen, die durch die Schnittkreise von ^ mit y^ und y, gehen. Das heisst: 

Jede einfache (^-Transformation kann (auf Tiwei Weisen) aus jeder anderen ebensol- 
chen Transformation mit derselben Grundkugel 4> abgeleitet werden durch Anwendung 
einer ^ in sich selbst überführenden involutorischen CentralcoUineation. 

Als besonderen Fall bemerken wir : 

Ist E die involutorische CentralcoUineation, die mit S* die Hauptelemente gemeinst 
hatj so ist 

gg'S = ffig* = g'S = g'. 

4. Ferner bilden wir aus zwei einfachen ©-Transformationen SJ und ^ mit der- 
selben Grundkugel O und den Hauptelementen C, ,yj und Q, y, ihre AufeinanderfcJgc, 
die Transformation ©*©*: O wird durch Q\ in das Ebenenbündel (C,), d. h. in den 
als Ebenenort aufgefassten, von C, an <ï> gehenden Tangentialkegel F, und dieser 
wieder durch ®* in eine der 4> umschriebene Fläche II. Grades W verwandelt, die 
i. A. kein Kegel ist und y, in demselben Kegelschnitt schneidet wie T, . Die Ebene « 
des Berührungskegelschnittes von O und W verbindet C^ mit der i. Bez. auf ♦ g^ 
nommenen Polare von C^C^^ d.h. mit der Schnittgeraden y,y,, und der Pol P von 
TZ (sowohl in Bezug auf 4> als auf W) liegt in y^ und auf C^C^. — Zwei Beröhrungs- 
ebenen e^ , e^ von 4>, die sich in einer Geraden g^ von y, schneiden, gehen durch ^ 
über in die Ebene e' ^(C,^,) und diese, die y^ in g^ schneiden möge, durch CÇ in 
die aus g^ an W zu legenden Tangentialebenen e'/ , e" . Es besteht also zwischen den 
Geradenfeldern in y^ und y^ eine Perspektivität mit C, als Perspekdvitätscentnim; and 
den Tangentialebenen e^ , e^ , die aus einer Geraden g^ von y, an * gehen, sind dmcfc 
®]Gj die Tangentialebenen e'/, e" zugeordnet, die aus der zu g^ Perspektiven Gendoi 
St ^'^^^ T2 *'^*^ ^^ gehen. Insbesondere sind in dieser Perspektivität zwischen y, HDdy, 
die beiden auf dem Kegel P^ gelegenen Kegelschnitte (4>yJ und (Vy^ eûmidem 
geordnet, und die Perspektivität zwischen y, und y^ ist als CoUineatkm^ die iwd gB 
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gebene Kegelschnitte in einander überführt, durch drei, auf diesen Kegelschnitten ge- 
wählte Paare entsprechender Punkte, L, L" ; Af, M" ; iV, N" bestimmt. — Ist ip eine 
der beiden räumlichen CentralcoUineationen, die P und t: zu Hauptelementen haben 
und 4> in V verwandeln, so erzeugt sie in der Ebene y,, die ja durch P geht, eine 
ebene Centralcoilineation, die P und tc y^ ^ y^ y^ zu Hauptelementen hat und den Ke- 
gelschnitt (<ï>, yJ in den Kegekchnitt (^yJ überführt; dabei seien L\ M*, N' die 
Punkte von (<ï>yJ, denen die Punkte L", Af", N" von (VyJ entsprechen. Durch die 
Punktepaare Z, L'; Af, Af' ; iV, N' wird zwischen den Ebenen y, und y^ eine neue 
Collineation festgelegt, die den Kegelschnitt (^y,) in den Kegelschnitt (4> y J verwandelt, 
und zwar setzt sie sich zusammen aus der ursprünglichen Perspektivität zwischen y^ 
und y^ (bestimmt durch L, L"; Af, Af"; N, iV") und aus der Umkehrung der soeben 
in Yj betrachteten Centralcoilineation (charakterisiert durch L", L'; Af", Af'; N", N'); 
sie lässt also, wie diese beiden, alle Punkte der Geraden y^ y^ ungeändert, d. h. sie ist 
ebenfalls eine Perspektivität und hat zum Perspektivitätscentrum T den auf C, C, 
liegenden Scheitel des einen der beiden Kegel II. Grades, die durch die Kegelschnitte 
C*^Yi) "^^ (^Ya) gehen. — Es giebt gerade zwei CoUineationen, die 4> so in sich 
selbst überführen, dass den Punkten L, Af, N die Punkte Z' , Af ' , N' entsprechen *) ; 
dies sind die involutorische Centralcoilineation % die T als Centrum und die i. Bez. 
auf 4> genommene Polarebene t von T als Hauptebene hat, und die involutorische 
Collineation mit Axen (windschiefe Involution), die sich aus der involutorischen Cen- 
tralcoilineation 6j mit den Hauptelementen C, , y, und aus 2 zusammensetzt, also mit 
Cj Î zu bezeichnen ist. Sowohl durch 3: als auch durch S^ 2 können wir die zweite, 
zwischen y^ und y^ bestehende Perspektivität (bestimmt durch L, L'; Af, Af'; N, iST) 
erzeugt denken ; mithin kann die ursprüngliche, infolge von ©] (£* zwischen y, und y^ 
bestehende Perspektivität hervorgerufen gedacht werden durch jede der beiden Colli- 
neationen mit Axen Z^ und E, 2^, die beide y,y^ als Axe der sich selbst entspre- 
chenden Punkte und C, C, als Axe der sich selbst entsprechenden Ebenen haben. — 
Die CoUineationen Î ^ und E, 2 ^ führen beide <î> in W über und zwar so, dass den 
beiden Tangentialebenen e^ , e^ , die aus einer Geraden g^ von y^ an 4> gehen, die 
beiden Tangentialebenen e", e^', entsprechen, die aus der zu g^ mit dem Centrum C, 
perspektivem Geraden g^ von y^ an V gelegt werden können; es wird etwa in 2^ 
der «, die e" und der e, die e'^', in der ®,2^ aber der e^ die e" und der e^ die e" 
zugeordnet sein. Hieraus erkennen wir, dass die durch d] (S^ zwischen den Berührungs- 
ebenen von 4» und W hervorgerufene doppeldeutige Beziehung in zwei eindeutige, durch 
die CoUineationen 2$ und £,2$ hervorgerufene zerMt: Diese beiden CoUineationen 
ordnen jeder Berührungsebene von 4» gerade dir n 

Bcrührungsebenen von V zu. — Jetzt nehmr 
sprechen in Sj zwei Ebenen und die dieser 
die vier durch (i](il der y) zugeordneten 



4) VergL HalnfitationsKhrift, Abkb 
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4> in den Punkten des Schnittkreises (<t>TQ) berühren, geht durch (£[6^ in die beiden 
Tangentialkegef von W über, die ihm in Î ip und ffi, Î § entsprechen ; diese beiden 
Kegel aber berühren die O je in zwei Punkten und schneiden sie deshalb je in zwei 
Ebenen, und die so erhaltenen vier Ebenen müssen die durch (£| (i[ der i) zugeordneten 
sein; denn auf ®|ß^ geht die grundlegende Eigenschaft von (gj und (îj über, das 
jede der einer Ebene ^ entsprechenden Ebenen sich um eine Tangente von 4> dreht, 
wenn C dies tut. Jetzt erkennen wir aber sofort, dass die vier einer Ebene in durch 6j(^ 
zugeordneten Ebenen gerade die zweimal zwei Ebenen sind, die ihr in den beiden 
©-Transformationen entsprechen, die von den Collineaüonen î^ und 6, ÎC> abhän- 
gen ^). — Diese ©-Transformationen sind, wenn ^ die fundamentale ©-Transformation 
©Q bestimmt, î ©^ und ©, î ©^ . Also haben wir gefunden : 

Die Transformation ©', ©â, die durch Zusammenset:^ung zweier einfacher d-Tram- 
formationen ©j , ©*, entsteht j x.erfällt in xj^ei allgemeine ^-Transformationen, die durch 
Zusammensetzung einer gewissen involutorischen Centralcollineation % und einer Colli- 
neation mit Axen ©^î mit derselben fundamentalen ^-Transformation ©^ gebildet sind; 
wir deuten dies durch folgende Formel an : 

Die Hauptpunkte der sämtlichen hier vorkommenden Transformationen liegen auf ma 
Geraden und die Hauptebenen gehören demselben Ebenenbüschel an. 

(Hätten wir statt ip die andere Centralcollineation mit den Hauptelementen P und 
TC genommen, die 4> in V verwandelt, so hätten wir natürlich dieselben beiden ©-Trans- 
formationen erhalten, nur in der zweiten möglichen Zusammensetzung). 

Unser Beweis versagt jedoch in dem Falle, dass C, in y, und C, in y, liegt; 
denn dann geht 4> durch ©] ©^ nicht in eine wirkliche Fläche U. Grades über, sondern 
in das Ebenenbündel (CJ. Dabei ist die Zuordnung zwischen den Berührungsebenen 
von 4> und den Ebenen des Bündels (C,) so, dass zwei Tangentialebenen von 4>, die 
durch eine Gerade g von y, laufen, die beiden Ebenen aus (C,) entsprechen, die der 
Ebene (C,^) in ©^ zugeordnet sind. Ordnen wir die Schnittlinien der letzten beiden 
Ebenen mit y, der g zu, so erhalten wir in y^ eine Geradenverwandtschaft, die in y, 
durch die, vermöge ®* zwischen den Ebenen des Bündels (CJ bestehende Beziehung 
eingeschnitten wird und das genaue ebene Analogon der Transformation ©^ ist: Sic 
hat einen Grundkreis (^y,), ein Centrum C, und eine Hauptgerade y^y^ ; je zwei 
entsprechende Geraden schneiden sich auf y^ y^ ; insbesondere ist den aus einem Punkte 
von y^y^ an (<ï>y,) gehenden Tangenten die Verbindungslinie dieses Punktes mit C, 
zugeordnet ; dreht sich eine Gerade um einen Punkt von Qt^ y J, so tun die ihr ent- 
sprechenden Geraden desgleichen. Durch diese Eigenschaften ist die Verwandtschaft 
vollständig definiert, und wir können für sie genau die analoge Konstruktion ableiten 
wie für die Transformationen ©' in Räume. — Sei jetzt Î die eine der bdden involuto- 



5) Vergi. I, S I, I. 
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:hen CentralcoUineationen, die 4> in sich selbst und y^ in y, überführen, T ihr Cen- 
im und T ihre Hauptebene, so schneidet die durch sie erzeugte Beziehung zwischen 
3 Berührungsebenen von O in y, eine 3-Transformation ^) ein ; diese aber hat we- 
Q der besonderen Lageverhältnisse besondere, und zwar genau die oben angeführten 
jenschaften, ist also mit der obigen Geraden-Verwandtschaft identisch. Mithin erhalten 
jr die einer Berührungsebene e^ von 4> vermöge ß]ßj entsprechenden Ebenen auch 
durch, dass wir die beiden Ebenen e|, ej nehmen, die der e, und der ihr in der 
roiutorischen Centralcollineation E^ (mit den Hauptelementen C, und y,) gepaarten 
in % entsprechen, und durch ihre Schnittlinien mit y^ die Ebenen aus (C,) legen, 
h. die Ebenen, die den z\ und e* in ®* zugeordnet sind. Diese Ebenen entsprechen 
mnach der e, (und der ej in den Transformationen Î®] und E^î®,', und wir 
ben folgende Ergänzung zum letzten Satze : 

Uegt das Centrum von ®| in der Hauptebene von E^ (und umgekehrt), so ist 

Ferner ist noch der besondere Fall anzumerken : 

Es ist «Fe* = e*®''^ = e-*r = i + e, 

wobei I die Identität und E die involutorische Centralcollineation bedeutet, die mit 
die Hauptelemente gemeinsam hat. 



$2. 

Der Aufbau der Gruppe der &Transformationen mit Hilfe 
der einfiEidbien E-Transformationen. 

I. Bei gegebener Grundkugel ^ giebt es oo'° E-Transformationen ^), und darun- 
r 00^, die sich wie ÎE^ aus einer der oo' involutorischen CentralcoUineationen mit 
Bez. auf 4> polaren Hauptelementen und aus einer der oo'* zu 4> gehörigen funda- 
entalen E-Transformationen zusammensetzen; sie können nicht alle als Teil einer 
sammengesetzten Transformation wie Ej E^ auftreten, da es nur oo' einfache E-Trans- 
nnationen und deshalb nur oo<^ Kombinationen von je zwei solchen giebt. In der 
it können wir bei gegebener Transformation E^ die Î nicht beliebig wählen, wenn 
h zwei einfache E-Transformationen Ej und E^ der Art finden sollen, dass ÎE^ 
Teil von E*Ej auftritt. Seien nämlich die Hauptelemente dieser Transformationen, 
e früher, P, w; T, t; C,, y,; C,, y, und suchen wir C, , y, , C,, y, aus den 
^ebenen P, t;; 7", t zu bestimmen, so sehen wir zunächst, wenn wir uns unserer 
iheren Figur erinnern, dass y, durch P und die Schnittgerade ttt und C^ durch :: 
d die Gerade P T gegeben sind ; y, ist dann die (durch t: t laufende) Ebene des 



•) S. I, S 1, 3- 

7) Habilitationsschrift, 2. Absch. S 7- 
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zweiten Kreises, den der jenige Kegel in <^ einschneidet, der aus T den Schnittkrds 
(4> Y J projiziert, und C, ist ihr auf P T liegender Pol. Aber C, muss die Bedingung 
erfüllen, dass der aus C, an <l> gehende Tangentialkegel die Ebene y, in dcmsclbai 
Kegelschnitt schneidet wie die Fläche T, in die ^ durch 6^ übergeht. 

Ist uns also ©^ mit den Hauptelementen P, t: gegebenen, so werden wir àat 
involutorische Centralcoilineation Î mit den Hauptelementen T, t erst in besonderer 
Weise bestimmen müssen, wenn, kurz gesagt, ÎS^ ein Teil von (£]S* sein soll, und 
das geschieht folgendermassen : Wir wählen aus den oo* vorhandenen Möglichkdtcn 
®^ beliebig aus, indem wir für y^ eine beliebige durch P laufende Ebene nehmen 
Diese Ebene y^ schneidet die Fläche W in einem Kegelschnitt (H'y,), der 4> in zwo 
(auf T:y, liegenden) Punkten berührt, und durch einen solchen Kegelschnitt gehen 
zwei Tangentialkegel von <l>, deren Scheitel auf P C\ liegen ; denn der duale Satz te 
sagt, dass ein Kegel ü. Grades, der O in zwei Punkten berührt, 4> in zwei Kreisca 
schneidet. Jeden der beiden so erhaltenen Punkte von PC^ können wir als Centrum 
C, von ®J nehmen und haben dann für jede Wahl eine involutorische CentrakoB- 
neation 2, die sich wie früher bestimmt. Mithin haben wir gefunden : 

Zu jeder fundamentalen ^-Transformation E^ gieht es oo* involutorische CentrakA- 
lineationen £, die die Grundkugel in sich selbst verwandeln und die E^enschaft hak», 
dass ÎSq als Teil der Zusammenset:^ung ®j®* ^.tveier einfacher ^Transformationen 6], 
6^ dargestellt werden kann. 

a. Aus zwei einfachen ©-Transformationen ®], ©^ folgt die Transformation 

wobei Z eine involutorische Centralcoilineation ist, die 4> in sich selbst und die Haupt- 
elemente von (£* in die von (£] überführt; deshalb ist 

und ebenso auch 

wenn S, und S^ die beiden involutorischen CcntralcoUineationen mit denselben Haupt- 
elemcnten wie ß* und ®* sind. Also ist auch 

hieraus aber erkennen wir leicht, dass 

(s;2@; = e„ + e,e„ 

ist, und das heisst, da wir ja ß] und S^, somit auch % und ©^ beliebig wählen können: 
Ist Ê' eine einfache ^-Transformation mit der Grundkugel <I>, C die involutorisck 
Centralcoilineation mit denselben Hauptelementen und î eine andere ^ in sich selbst ûher- 
führende involutorische Centralcoilineation, so entsteht durch Anwendung von 6* ä»/ Î 
eine Transformation ®' Ï ©*, die in eine :(« derselben Grundkugel ^ gehörige fundamor 
tale ^-Transformation ffi^ und in die Transformation 6 Co :ierfällt: 

œ-îœ- = œ^ + cg^. 
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Wie fügen noch ergänzed hinzu : 

Sind C, Y die Hauptehmcnte von S', ferner T, t die von T und P, tz die von (5^ , 
Uâgen immer C, T, P in einer Geraden, während y, t, tc sich in deren, i. Be^. auf 
genommenen Polare schneiden; ausserdem liegt C in tz und P in y. 

Die folgenden beiden Spezialfälle sind anzumerken : 

Ist C=Tj y = T, also (£ = Î, so ist ®'î®* = i -}- T. 
Liegt C in t und T in y, so ist g'Ig' = 2 -}- ES. 

Nach dem letzten Satze des vorigen Absatzes aber können wir umgekehrt ® als 
iebig gegeben annehmen und dazu auf oo* Weisen 2 und dann 6* bestimmen; das 
sst: 

Jede fundamentale ^-Transformation erhält man auf doppelt unendlich viel Weisen 
ch Anwendung einer einfachen ^-Transformation auf eine involutorische Centralcolli- 
Mon. 

Da sich jede ©-Transformation zusammensetzen lässt aus einer Anzahl von invo- 
>rischen Centralcollineationen der Grundkugel 4> in sich und aus einer fundamen- 
m Transformation ®^, folgt hieraus: 

Die gan^e Gruppe der ^-Transformationen kann man aus den in ihr befindlichen in- 
utorischen Centralcollineationnen und einfachen (^-Transformationen auf bauen. 

Es genügt dazu sogar schon eine einzige einfache ©-Transformation, da sich ja 
s ihr nach § i, 3 alle anderen mit Hilfe der involutorischen Centralcollineationen 
leiten lassen. 

3. Als Ergänzungen führen wir noch die folgenden beiden Sätze — der Kürze 
ilber ohne Beweis — auf : 

Durch Anwendung einer einfachen (^-Transformation @' auf eine fundamentale 6^, 
neh deren Centrum die Hauptebene von (£' läuft, entsteht eine vierdeutige Transforma- 
on, die sich in vier Collineationen zerspaltet: 

g-g^r = Î -t- ei -f 2® + SÏE; 
éti sind % und £ :^ei involutorische Centralcollineationen, und :^war ist S diejenige, 
ic dieselben Hauptelemente wie £' hat. 

Und: 

Durch Anwendung einer einfachen (SrTransformation S* auf eine fundamentale S^,, 
• mit ihr die Hauptelemente gemeinsam hat, entsteht eine vierdeutige Transformation 

®'g,®- = ®^ + S®,, 
'bei £ wieder die involutorische Centralcollienation mit denselben Hauptelementen wie 
und S ist. 

Der Beweis dieses letzten Satzes beruht darauf, dass die Fläche V, in die die Grund- 
gel 4>, und die Fläche V, in die das Ebenenbündel (C) durch ®,, und Effi^ verwan- 
It wird, in derselben Lagebeziehung zu einander stehen, wie die Flächen X und X' 
s letzten Satzes von § i, 2, also einander in ®* entsprechen. Hierbei ergiebt sich 
benbei; da durch W die Fläche V und damit wieder S^ und £®^ bestimmt sind, 
t Satz: 
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Bü gegebener Grundkugel ^ sind durch eine, ihr umschriebene Fläche IL Grades T* 
zwei fundamentale (^-Transformationen ®^ und Êffi^ bestimmt , in denen W von Ja 
Ebenen umhüllt wird, deren entsprechende durch das Centrum der Transformationen laufoL 

Statt V brauchen auch nur die Hauptelemente und eine Berühningsebene von f 
gegeben zu sein. 

§3. 

Die Bedeuhing der einfachen (STransfbrmationen für die 
Berührungstransfbrmationen der Kreise einer Ebene. 

1. Betrachten wir jetzt die zu einer Grundkugel <ï> gehörigen (S-TransformarioDOi 
und projizieren die Transformationen, die sie in O einschneiden, aus einem nicht vi 
O gelegenen Punkte S auf seine i, Bezug auf 4> genommenen Polarebene c, so erhalten 
wir ®) in T die Berührungstransformationen der Kreise derjenigen Massbestimmung, 
deren absoluter Kegelschnitt der Schnittkreis von <j mit 4> ist. Insbesondere liefert oos 
die einfache ©-Transformation (g* , deren Hauptelemente S und <j sind, nach § i, i 
das absolute Polarsystem von <r. 

Die Ergebnisse von § 2, 2 w. 3 führen uns genau auf die Sätze, die in I, § i, j 
abgeleitet worden sind. Ist nämlich Î eine der zur Grundkugel ^ gehörigen invola»- 
rischen Centralcollineationen und geht ihre Hauptebene durch S, so ist (£^2:(£*=î-}-Sli 
wobei @ die involutorische Centralcollineation mit den Hauptelementen S, <i ist; t 
und @ Ï liefern in n dieselbe nichteuklidische Spiegelung ; eine solche wird also dard 
Anwendung des absoluten Polarsystems nicht geändert. Geht die Hauptebene von Î 
nicht durch S, so ist ®* Î ®ô = ®o 4" ® ®o ? wobei ß^ eine fundamentale ©-Transfor- 
mation ist, deren Hauptebene durch S läuft; es liefern nun in <y: î eine nichtcukl- 
dische Inversion, ®^ und @ ß^ aber dieselbe ^-Transformation ; also geht die erswt I 
durch Anwendung des absoluten Polarsystems von (t gerade in die letztere über. Fer- 
ner sei ®^ eine zur Grundkugel ^ gehörige fundamentale ©-Transformation. Geht & 
Hauptebene von ®^ durch S, so wird e;®^g; = Î -f- @î -f- î® -f- @ÎS, und d» 
bedeutet, dass in n jede 3-Transformation durch Anwendung des absoluten Polarsjr 
Sterns in eine Inversion verwandelt wird. Hat endlich (S^S und <y zu Hauptelementen, 
so folgt aus der Formel ß* ßo ®ô = ®o 4" ® ®o > ^^^^ ^^ ^ J^^^ Dilatation bei Anwö- 
dung des absoluten Polarsystems ungeändert bleibt. 

2. Die einfachen ©-Transformationen, deren Hauptebenen durch das Projektioifr 
centrum S laufen, führen in c zu Transformationen der Geraden, die ihnen goMW 
analoge Eigenschaften haben und Spezialfälle der 3-Transfomiationen sind ; sie sota 
deshalb « einfache ^-Transformationen » heissen ®). In jeder S-Transformation entsprich 

«) I, S I. 2. 

9) Wir haben eine solche einfache 3Transformation schon vorübergehend in J i, 4 benù«. 
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dem absoluten Kegelschnitt ein ihn doppelt berührender Kegelschnitt, der « Fluchtkreis » ; 
bei den einfachen 3-Transformationen entartet der Fluchtkreis in einen Punkt, nämlich 
b den Hauptpunkt. Nehmen wir zwei einfache ©-Transformationen ®* und 6^, deren 
Hauptebenen durch 5 laufen, und bilden nach § i, 4 ®', ®* = ÎS^ -}" ®i^®o> ^^ g^" 
kören die Hauptebenen von Î und ©^ dem Ebenenbüschel an, der durch die Haupte- 
icnen von (S| und ffi^ bestimmt ist ; Î liefert in (t wiederum eine involutorische Cen- 
tralcoUineation oder Spiegelung und ß^ eine allgemeine 3-Transformation ; also können 
iHr das Ergebnis von § i, 4 auf die einfachen 3-Transformationen übertragen. Genau 
lasselbe gilt von den Ergebnissen in § 2, i und 2 ; insbesondere haben wir : 

Jede nichteuklidische ^-Transformation erhält man auf einfach unendlich viele Weisen 
March Anwendung einer einfachen ^-Transformation auf eine Spiegelung, 

3. Eine nichteuklidische Inversion \ der Ebene q entsteht in der früher angege- 
enen Weise aus einer involutorischen Centralcollineation Î, die die Kugel O in sich 
dbst überführt; sind Z und t die Hauptelemente von î, so ist die Schnittgerade 
^ a T die « Axe » ") der Inversion j. Die Ebene y ^ (5, c) bestimmt eine einfache 
I-Transformation (£*, mit den Hauptelementen C und y, und diese liefert in <y die 
lurch c als Hauptgerade bestimmte einfache 3-Transformation 3'- Wenden wir jetzt 
r auf Î an, so erhalten wir nach dem Hauptsatze von § 2, 2 

e-îg- = (£^ + s:®^, 

i7orin 6 die involutorische Centralcollineation mit den Hauptelementen Ê und y und 
i^ eine fundamentale (g-Transformation mit den Hauptelementen P^(Cr, y) und 
% ^ (c, C) ist. Nach unserer Voraussetzung über ®* aber ist S^(^CTy y) und 
9 ^ (c, C), also P^ S und tz^g. Deshalb geht *') bei der Projektion aus S ß^ in 
«ine Dilatation ® und Ê in eine Spiegelung f der nichteuklidischen Ebene <r über, und 
"wir erhalten in dieser durch Anwendung von 3* ^^f j : 

S*i3" = S) + f2); 

4as heisst: 

Wendet man in einer Ebene mit nichteuklidischer Massbestimmung auf eine Inversion 
iOt einfache ^-Transformation 3' an, deren Hauptgerade die Axe c von \ ist, so ^er- 
fallt die Transformation 3*1 3' *^ KF^i Transformationen, von denen die eine eine Di- 
fsÊotion 3) ist und die andere sich aus der nichteuklidischen Spiegelung \ an c und aus 
b Xusammenset:^^ wie es die obige Gleichung andeutet, 

Ist uns umgekehrt in <r eme Dilatation gegeben, so führt diese zu emer funda- 
tlentalen (g-Transformation ß^ zurück, deren Hauptelemente P ^ S und tc ^ <j sind ; 
Lach S 2, I und 2 können wir zu jeder einfachen Transformation (£', deren Haupt- 
l>ene y durch P läuft, in doppelter Weise eine involutorische Centralcollineation T 
•cstimmen, derart, dass 6^ als Teil von (£'3:®' erscheint. Daraus folgt: 

In einer Ebene mit nichteuklidischer Massbestimmung erhält man jede Dilatation auf 
fco' Weisen durch Anwendung einer einfachen ^-Transformation auf eine Inversion, 



'°) Habilitationsschrift, I. Abschn., § 2, 3. 
") I, S I, 2. 

Rtmà. Citr. i4mUm. Pmhrtko, t. XXVI (2° ten». 1908). - Stampato il 3 giugno 1908. 
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4, Ist in den Betrachtungen des vorigen Absatzes die involutorische Centrakolli- 
neation Î so bescafFen, dass der Ebene <r durch Î gerade die Ebene y zugeordnet 
wird, die die Schnittlinie c ^ <r t mit S verbindet, so entspricht in \ dem absoluten 
Kegelschnitt (<y 4>) die Gerade c, d. h. j ist eine solche Inversion f , deren Huchtkrds 
entartet und mit ihrer Axe zusammenfällt. Wir nennen eine solche Inversion eine 
« einfache Inversioji », weil die ihr im absoluten Polarsystem der Ebene a entsprechende 
S-Transformation einen Fluchtkreis hat, der in ihren Hauptpunkt entartet, und deshalb 
eine einfache 3-Transformation ist "). Nehmen wir jetzt wieder die einfache 6-Trans- 
formation (£' , deren Hauptebene y und deren Hauptpunkt der Pol von y i. Bez. auf 
die Grundkugel ist, so hat die Transformation (£*Î6* = 6^ -f" ®®o ^^ Besonderheit, 
dass sie die Berührungsebenen der Grundkugel 4> in die Ebenen überführt, die durd 
das Projektionscentrum S laufen ; denn den Berührungsebenen von 4> entsprechen in 
S* die Ebenen des Bündels (C), diesen aber in Z — wegen der vorausgesetzten Be- 
sonderheit von 2 — die Ebenen des Bündels (S), und diese werden, da 5 in y li^ 
wiederum durch 6* nur untereinander vertauscht. Darum ist in diesem Falle 6^ & 
einfache Transformation ®^, deren Hauptelemente 5 und a sind, und es liefert, wenn 
wir zur Geometrie in der Ebene <r übergehen, die Zusammensetzung 3* i' 3* nicht dnc 
eigentliche Dilatation 2), sondern das absolute Polarsystem. 

Wendet man ai so in einer Ebene mit nichteuklidischer Massbestimmung auf m 
einfache Inversion i die einfache ^-Transformation S' ^^^ deren Hauptgerade dit Au 
c von \ ist, so :^erfällt die Transformation SÌ* 3' ^w V-^^^ Transformationen, von àcMÊ 
die eine das absolute Polarsystem ist und die andere sich aus diesem und der (nichteukli- 
dischen) Spiegelung an c x}^sammensetxt, 

5. Da durch das absolute Polarsystem die Spiegelungen und Dilatationen nicht 
geändert werden, die Inversionen und 3-Transformationcn aber mit einander —und 
insbesondere die einfachen Inversionen mit den einfachen 3"Transformationen — ver- 
tauscht werden, können wir jedem Satze der letzten beiden Absätze einen ihm polaren 
Satz zur Seite stellen. Ferner gilt ebenso, wie in § i, 3 für die einfachen ©-Transfor- 
mationen, auch für die einfachen 3-Transformationen und für die einfachen Inversionen, 
dass sie alle mit Hilfe der Spiegelungen aus einer einzigen von ihnen hervorgehea 
Da endlich alle Berührungstransformationen der Kreise einer Ebene sich aus den Spi^ 
gelungen, Dilatationen, Inversionen und 3-Transformationen zusammensetzen lassen, 
so können wir als Endergebnis den Satz aussprechen : 

In einer Ebene mit nichteuklidischer Massbestimmung kann man alle Berührun^s^ 
transformationen der Kreise herstellen aus den Spiegelungen^ dem absoluten Polarsyste^ 
und entweder einer einfachen Inversion oder einer einfachen ^^-Transformation'— her- 
aus den Spiegehmgen, einer einfachen Inversion und einer einfachen Q-Transformation^ 
Braunschweig, Dezember 1907. 



W. Ludwig. 



'*) Die einfachen Inversionen sind die L-Transformationen, die Herr H. Liebmann auf ändert« 
Wege gefunden hat ; siehe Berichte der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. LIV (ijwi 
Seite 244, flf. 
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SOPRA LE CURVE GOBBE RAZIONALI 
DOTATE DI QUATTRO PUNTI D'IPEROSCULAZIONE. 

Nota di Edgardo Ciani (Genova). 



Adunanza del aa dicembre 1907. 



Si dice che una curva gobba razionale, d'ordine superiore a tre, possiede un punto 
perosculazione, quando in quel punto il piano osculatore ha contatto w-punto con la 
rva. Se questa deve essere irriduttibile, il massimo numero di tali punti d'iperoscula- 
>nc è quattro '). Lo studio della curva presenta dunque tutto l'interesse che di solito 
esentano i cosidetti casi massimi. L'esempio più semplice è quello della quartica di 2* 
ìcie con i suoi quattro piani stazionari. In generale per n qualunque lo studio in 
rola ha dato origine a varii recenti lavori che io nomino qui a pie di pagina in or- 
le cronologico *). I fatti geometrici più salienti scaturiscono principalmente dalla esi- 



') Se si riflette che 4(« — 3) è il numero dei piani stazionari di una curva gobba razionale di 
line », si presenta spontanea una considerazione geometrica (veramente più intuitiva che rigorosa) 
quale stabilisce questo numero massimo. È decisivo invece il seguente semplicissimo calcolo. Ricor- 
mo alla rappresentazione parametrica del n° i per la nostra curva e avremo : 

Se deve esistere un quinto punto d'ipcrosculazione, indichiamo con cX-|- J[jl = o l'equazione 
le serve a individuarlo sulla curva. Allora se u^ = o è il piano osculatore in quel punto, la sezione 
tiOL ài Ug=: o con la curva deve esser data da 

Si perviene così alle seguenti condizioni : 

«, + «3 -(- «4^*= P^"; «3 + «4 a"-*fr = pt**-* J; Uj 4- tt^ a**-* fr* = p e"-* (i* 
tt3 + u^a*-3fr3 = p^«-3J3; ...; tt,4-U3 + U^fr" = pJ*, 
re p è fattore di proporzionalità. Ebbene, se « > 3, segue che deve essere necessariamente 
(U3 + u^ fl-' b^y = (U3 + «, a"-^ b) («3 + tt, a"-3 J3), 

cui: 

tt3tt^a"-3t(fl — jy = o, 
he è impossibile. 

•) Marletta, Contributo alla teoria delle curve ra:(ionali [questi Rendiconti, t. XXI (1° seme- 
Î 1906), pp. 192-210]. — Berzolari, Sulle curve gobbe ragionali dotate di quattro punti d*iper osculazione 
lesd Rendiconti, t. XXIV (2** semestre 1907), pp. 1-16J.— Marletta, Sulle curve gobbe ragionali do» 
i a quattro punti d'iperoscula:(ione [questi Rendiconti, t. XXIV (2^ semestre 1907), pp. 52-55]. 
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stenza di un gruppo quadrinomio di collineazioni quaternarie che trasformano la cum 
in sé stessa. Nei citati lavori questo gruppo è stato considerato nel caso più cornane I 
in cui la quaderna dei punti d'iperosculazione è generica, ma niuno (ch'io sappia) h I 
considerato i gruppi più ampi che si presentano quando tale quaderna sia anDonial 
od equianarmonica (se si prescinde da ti = 4 cioè dalla quartica di 2* specie, smim 
ormai da tutti i punti di vista possibili, e dal caso n = 5 che io ebbi già a conaè- 
rare per l'addietro ^). Presento dunque al lettore particolarmente il caso armonico d 
equianarmonico sopra indicati : ma siccome la esistenza del gruppo quaternario, in ai^ 
si può stabilire con una considerazione unica dalla quale, nel medesimo modo, proviene : 
pure il caso generico, cosi mi permetto anche di segnalare il teorepia del n° 5 d« 
riguarda tale considerazione e che costituisce la base sostanziale di quanto cono» 
questo breve scritto. Dovrò citare spesso, oltre la mia Nota già indicata, una mia » 
moria che riguarda gruppi lineari quaternari *). Per brevità assumerò il simbolo «Notai 
per la prima e « Memoria » per la seconda facendo seguire a tale simbolo quello die 
indica il n° richiamato. 

I. 
n caso generico. 

I. L'ipotesi della razionalità della nostra curva (che ora e nel seguito ìndichertmo 
con Q) si esprime rappresentando le coordinate omogenee di un suo punto mcdiantt 

funzioni razionali intere di un parametro — . Cominciamo dal considerare il caso g^ 

nerico cioè quello nel quale è generico il valore del rapporto anarmonico de quattro 
valori del parametro individuanti i 4 punti d'iperosculazione. Assumiamo sopra C, doc 
di questi punti come fondamentali e allora con opportuna ed evidente disposizione dd 

punto unità, i 4 valori suddetti di — potranno ritenersi individuati dalle segooiii 

equazioni : 

X = o, p- = o, X -f" P- = O5 aX -f- ^K- = o, 

dove il rapporto -r- ha valore generico. Allora, prendendo per tetraedro fondamentale 

quello dei quattro piani iperosculanti, la rappresentazione parametrica di C^ ih» 
guente : 

a. É essenziale adesso di considerare la involuzione fondamentale, su C, , la quak^ 



3) Ciani, Sopra alcuni gruppi lineari quaternari dotati di quartica, di quintica gohha ra^ùm^^ 
variante [Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, serie II, voL XXXVII (190A 

PP- 341-353]- 

^) Ciani, Sopra i gruppi finiti di collinea:^ni quaternarie, oloedricamente isomcrfi con qmBiiälf' 
liedri regolari [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III, t. Vili (1903)^ pp. 1-J7]. 
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come è ben noto, è costituita da tutti i gruppi di n punti di C. che sono apoiari a 
tutte le sue sezioni piane. La sezione di un piano i^, = o con C, è : 

...+ Xft-«.(«, + «*"-«^ + f*'(«, + «, + *'«,) = o 

Ora, la nota condizione di apolarità fra due binarie a" = o, fi" = o si esprime 

LU coeâScienti simbolici con 

(aP)- = o. 

Ebbene, esigiamo che questa condizione sia adempiuta fra la 9 = o e una binaria 
incognita a" = o in modo indipendente dalle u^ . 

Passando dai coefficienti simbolici agli effettivi si trova, dopo un facile calcolo, che 
o" = o rappresenterà la involuzione cercata se le a saranno sottoposte alle sole condi- 
zioni che seguono : 

a« - «x««-i + «a ««-a — W3*-3 H f" (" 0" «o = ^ 

«. - ^^"-'*«.-. + «a^"-'*'«^a + (- 0"*"«o = O 

le quali non fanno altro che esprimere l'appartenenza dei quattro punti d'iperoscula- 
zione al gruppo generico della involuzione cercata. In conclusione si può dunque dire 
che: 

La involuzione fondamentale su C^ è così costituita che ogni suo gruppo si compone 
dd quattro punti d'iper osculazione e di altri n — 4 punti qualsiasi di C, . Questa semplice 
osservazione che per sé ha ben scarso interesse, ne acquista invece quando si proceda 
da essa alla costruzione delle collineazioni quaternarie che trasformano C, in sé me- 
desima. 

3. Infatti, secondo un noto teorema di Marletta *) la condizione necessaria e 
sufficiente affinchè una proiettività fra i punti di C^ individui nello spazio una omo- 
grafia rispetto alla quale* C, sia invariante, è che tale proiettività trasformi in sé la in- 
voluzione fondamentale. Dunque, nel nostro caso, basterà che la proiettività binaria, in 
parola, trasformi in sé stessa semplicemente la quaderna dei quattro punti d'iperoscu- 
lazione e quindi basterà considerare i soli casi della quaderna generica, della quaderna 
armonica e di quella equianarmonica per dichiarare esaurita la questione delle collinea- 
zioni di C^ in sé. 

Abbiamo dunque il seguente risultato: 

Data una curva gobba ragionale dotata di quattro punti d'iperosculaxione^ ogni pro- 
iettività binaria, su di essa, che trasforma in si la quaderna dei punti suddetti, individua 
una omografia dello spa:^ che trasforma la curva in sì medesima. Per cui ogni gruppo 
di tali proiettività binarie individua un corrispondente gruppo, isomorfo oloedrico, di omo- 
grafie quaternarie rispetto al quale la curva data h invariante. Se tale quaderna h gene- 



^) Marletta, SuìU curve ragionali del ^^ or dine [Questi Rendiconti, t XIX (1905), pp. 94-119]. 
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tuzione quaternaria 



\x, JC, *j xj 





Ci ^) 


fì ^) 



dove si prenderanno i segni superiori, o gl'inferiori a seconda che n è, o no, multi- 
plo di 4. 

D gruppo cercato è subito ottenuto. Volendo il quadro completo delle sue sostitu- 
zioni basta aggiungere al G[ del n° 4 le quattro coUineazioni seguenti; 

A = (""' *a ± ^ ± ^,\ ^j^g ^ generata da ( 
Vx, X, X3 x^/ 

C^/\ ^3 ±^. ±^a\ , , , 

Vx, X, X3 xJ 

dove al solito si assumeranno i segni superiori o gl'inferiori a seconda che n è, no, 
multiplo di 4. Le -4 e 5 rappresentano due omologie armoniche, le C, D, due omo- 
grafie generiche a periodo quattro. Per la costruzione del gruppo attuale si può dun- 
que dire: 

Si aggiunga al G^ del n" 4 una omologia armonica che abbia il centro C su £ 
uno spigolo s del tetraedro fondamentale del gruppo e per piano fondamentale quello in- 
dividuato dallo spigolo opposto ad s e da quel punto di s che h coniugato armonico di C 
rispetto alla coppia di vertici del tetraedro suddetto esistenti su s. Questa omologia armo- 
nica aggiunta al G' genera il gruppo cercato che h di ottavo ordine e appartiene com 
sottogruppo al G,^ (Memoria, n° 7 ; Nota, n° 4). La presenza delle due omologie ar- 
moniche nel gruppo è forse il fatto più notevole dal punto di vista geometrico e può 
esprimersi cosi : 

Se il grado Ï pari e il gruppo dei punti d'iper osculazione h armonico, la nostri 
curva C^ è due volte omologico-armonica. 

7. Come il gruppo precedente sia collegato a C^ in modo che dalla C, possa so- 
bito costruirsi, risulterà dalle considerazioni seguenti. 

Intanto come sia collegato G^ a C^ risulta dai lavori citati e anche dal n** 4 ^ 
questo scritto. Chiamando, col Marletta, corde principali di C^ quelle che contengono 
le coppie del covariante sestico di /, si può dire che esse compongono sempre tre se- 
goli del tetraedro fondamentale di G^ e passano per uno stesso vertice od esistono so 
di una stessa faccia a seconda che w è, o no, un multiplo di 4. Non manca dunque 
che di esaminare come si colleghi con C^ una delle due omologie armoniche del n 
precedente, che una qualsiasi di esse aggiunta a Gj genera ü gruppo attuale (come 
abbiamo già osservato più volte). A tale scopo si osservi che i piani x^ =0, x, = 
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sono uniti per la omologia A e siccome niuno di essi è piano fondamentale, cosi la 
loro retta d'intersezione passa per il centro di A. Gli altri due piani x^ = o, x^ = o 
vengono scambiati fra loro e quindi altrettanto accade dei loro punti di osculazione 
con C^ per cui la retta che congiunge questi punti passa pure per il centro in parola. 
Allora indicando con MNPQ i quattro punti d'iperosculazione (n** 5), con (avtc;^ i 
relativi piani iperosculanti ed essendo MAT, PQ le due coppie armoniche di /, si può 
dire che i centri delle omologie in parola sieno l'uno il punto comune alle rette MNy 
-JCX ^ Taltro quello comune alle rette »/.v, P Q. Dalla costruzione dei centri si passa 
poi a quella dei piani fondamentali e quindi di tutto il gruppo nel modo indicato dal 
n® precedente. 

8. Finalmente come ultima particolarità notevole del caso in cui / è armonica e 
n un multiplo di quattro, si osservi che in questa doppia ipotesi i punti X = o, [t=z=o 

di C^ coincidono nell'unico punto di coordinate {(— i)*, ( — i)*, i, 1} ove fe = — , 

4 
il che si può interpretare geometricamente mediante il seguente enunciato: 

Se il gruppo dei punti d'iperosculasiione h armonico e se inoltre il grado h multiplo 
di quattro, la curva possiede un nodo : i due valori del parametro che individuano i due 
rami del nodo, compongono la coppia che separa armonicamente le due coppie armoniche 
del gruppo suddetto. Per n = 4 si ha il ben noto caso della quardca razionale no- 
dale (Nota, n° 4). 

9. Pure rimanendo nel caso armonico supponiamo ora che il grado di C^ sia di- 
spari. Per quest'ultima circostanza il gruppo quadrinomio che trasforma Q in sé stessa 
è il G^J (n® 4). Per ottenere il gruppo di ottavo ordine relativo basta osservare che 
la sostituzione binaria del n° 5 

ni) 

produce ora (in forza del n° 5 medesimo) la coUineazione quaternaria seguente : 

dove si prenderanno i segni superiori a seconda che n supera di uno, o di tre un 
multiplo di quattro. Ebbene, aggiungendo al G^J la coUineazione ultima, che è manife- 
stamente una involuzione gobba, si ottiene il gruppo di ottavo ordine richiesto. Ripor- 
tiamo qui, per comodità del lettore, la descrizione geometrica del gruppo come è fatta 
al n® IO della mia Nota più volte citata. A tale scopo indichiamo con mm', nn\ pp* 
le tre coppie di assi delle involuzioni appartenenti a G^^ . Esse compongono tre coppie 
armoniche a due a due di una stessa serie rigata esistente su il (n° 4). Alla serie ri- 
gata coniugata appartengono evidentemente le tre corde principali di Q. Indichiamo 
con r quella di esse che contiene i punti X = o, [a = o costituenti la coppia che se- 
para armonicamente le due coppie armoniche di /, e indichiamo con s la coniugata 
armonica di r rispetto alle due rimanenti rette suddette (sulla serie rigata cui appar- 
tengono). Rappresentiamo poi con le lettere maiuscole corrispondenti i punti di appog- 

RmU, Ort, Mâtem, PaUrmo, t. XXVl (i<> sem. 1908). — StampAto il ij giugno 1908. 41 
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gio di mm\ nn\ pp' con r ed s. Di guisa che sopra r si avranno le tre coppie ar- 
moniche a due a due seguenti: Af^M|, N^N'^y P^P\ e analogamente sopra 5 le altre 
tre: M^M[, N^N[, P^P[, Il covariante sestico di N^N\P^P[ è formato da Af.Af; e 
da altre due coppie che indicheremo con X^X[j Y^ Y'^. Sieno X,X|, Y, Y[ le coppie 
analoghe desunte da N^N[P^P[, ma in modo che X,X,, X[X[, F.F,, Y'Jl sieno 
rette della serie rigata cui appartengono wm', nn\ pp'. Ebbene, per ottenere il gruppo 
cercato basta aggiungere al G'J una (e quindi l'altra) delle due involuzioni gobbe che 
hanno per assi X^ . X[ , X[.X/, ovvero Y^ . Y[ , Yl.Y^. Le due rette r ed 5 sono inva- 
rianti. Il gruppo che cosi si ottiene appartiene come sottogruppo al G[^ (Memoria n® 6). 

m. 

n caso equianarmonico. 

IO. Il gruppo dei quattro punti d'ipcrosculazione sia equianarmonico e quindi sia 
cquianarmonica la /. Servendosi della rappresentazione dei n* 4 e 5 si vede che, nel 
caso attuale, si può prendere 

a = ii+i){VJ-i), b = 2 
e quindi 

dove a Q b hanno i precedenti valori. Per ottenere sopra C, il gruppo binario tetrae- 
drico trasformante / in sé stessa, basta aggiungere al gruppo binario quadrinomio del 
n° 4 la sostituzione : 

ì > I* r 

essa applicata a Af, iV, P, Q attua le seguenti operazioni : 



M viene portato m ' — -^^-^ 



.N 



2 ^ 

P „ ., „ -i + » + mi+o.p 

2 

— I + i + 1/7(1 + w 

y » » » ' ' ^-^^ — - — -.M. 

^ 2 

È opportuno adesso distinguere il caso di n pari da quello di n dispari. 
II. Sia n pari. Allora la sostituzione binaria del n° precedente produce la seguente 
sostituzione quaternaria : 



\x^ X, x^ xj 
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►ve si prenderanno i segni superiori o grinferiori a seconda che « è, o no, un mul- 
Ao di 4« La collineazione precedente è a periodo 5 e assiale (non biassiale) e quindi 
giungendola al G[ già esistente, si perviene necessariamente al G(, (Memoria, n° 2). 

Si ha dunque il teorema: 

Se il grado h pari e il gruppo dei punti d^iperosculaxjone Ï equianarmonico, la 
rva Ï trasformata in sh stessa da un gruppo di collinea^ioni quaternarie che è non 
Itanto isomorfo oloedrico, ma anche proiettivamente identico al gruppo delle rotazioni 
l tetraedro regolare. Il collegarsi del gruppo poi alla curva (mediante il G^) è cosi 
'vio che non vale la pena di rilevarlo. 

12. Se poi il grado è dispari, la sostituzione binaria del n° io produce la sostitu- 
3ne quaternaria seguente: 

— \ ± ^*^, ±ixy 



C: 



X, xj' 



ve si prenderanno i segni superiori, od inferiori, a seconda che n è multiplo di quat- 
) aumentato di uno, o di tre. In entrambi i casi la collineazione è a periodo 3 e 
ìiale (non biassiale). Aggiungendola al G^^ gii esistente, si perviene a un gruppo te- 
edrico che è il G\[^ (Memoria, n° 4). Per farne la descrizione ed esaminarne il 
[legamento con C^ riprendiamo le rette mm\ nn\ pp' del n° 9 appartenenti a una 
le due serie rigate di Û. Sappiamo che all'altra serie rigata di Û appartengono le 
corde principali di Q : ebbene sieno r ed 5 le rette componenti il gruppo hessiano 
queste tre corde e sieno X^F^, X, F, i punti dove r ed 5 incontrano le due rette 
[riponenti il gruppo hessiano di mnp (o di m' n' p' che è lo stesso) e in modo che 
.X,, Y^.Y^ sieno generatrici di Û. Consideriamo allora la collineazione assiale a 
riodo tre che ha X^ . 7, per asse di punti uniti e X^.Y^ come asse di piani uniti 
n la condizione ulteriore che X^ 7, Y^ , X^ 7, X, sieno i piani uniti per l'asse di punti 
liti e X, , Y^ \ punti uniti sull'asse di piani uniti. Ebbene : questa è la collineazione 
i aggiungersi al G^^ per ottenere il gruppo cercato. Sono rette invarianti le r, 5. 

13. Tali rette acquistano un più notevole risalto geometrico se il grado di Q, 
jre essendo dispari, non è multiplo di tre. Risulta allora facilmente dalla rapprcsen- 
zione parametrica adottata, che i quattro punti di iperosculazione sono in linea retta, 
uesta retta è una delle due dianzi nominate e allora si vede che anche l'altra è qua- 
isecante e che i punti di secamento costituiscono il gruppo hessiano di /. Si ha dun- 
e il seguente risultato (di cui la prima parte si trova già nei citati lavori di Mar- 
TTA e Berzolari): 

5^ la quaderna dei punti d'iperoscula:(ione h equianarmonica e il grado Ï dispari 
n multiplo di tre, sono in linea retta i punti suddetti e anche quelli che compongono 
loro gruppo hessiano. Le due quadrisecanti che cosi si ottengono sono le due rette in- 
rianti del gruppo quaternario che trasforma la curva in sh. Tale gruppo è isomorfo 
jcdrico a quello delle rotaT^ioni del tetraedro regolare, ma ne è proiettivamente diverso 
la sua costruzione può farsi evidentemente dipendere dalle due quadrisecanti suddette 
•^ndo la descri^iione geometrica del gruppo fatta nel n" precedente. 
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14. Finalmente riunendo quanto è stato esposto nei capitoli precedenti relativa- 
mente al caso in cui w è un multiplo di 4 si può enunciare il seguente teorema, 2 
quale non è altro che una immediata estensione di quello espresso al n° 6 della mja 
Nota più volte citata. 

Le permutazioni su di un gruppo di quattro parametri (x, x^ x^ x^) che lasciano 
invariato il rapporto anarmonico del gruppo, possono interpretarsi come le rappresentanti 
analitiche di altrettante collinea%ioni quaternarie trasformanti in si stessa una curva gobba 
dotata di quattro punti d'iperoscula^ione e con l'ordine multiplo di quattro. Basta a toh 
scopo immaginare che i quattro parametri in parola sieno le coordinate omogenu di m 
punto dello spazio e che la curva venga riferita al tetraedro formato dai quattro piani 
iperosculanti mediante la rappresentandone paratnetrica seguente : 

A seconda che tali permutas^ioni sono inerenti a un gruppo generico, armonico od 
equianarmonico, sarà generica, armonica od equianarmonica la forma binaria biquadratica 

f=Çk' + iL^)a'b' — (ö* + tOX>' = o 

che rappresenta sulla curva il gruppo dei quattro punti d'iperoscula^iione. 

È superfluo notare che per k = 1 si hanno di qui tutti i noti teoremi riguardami 
le coUineazioni quaternarie che trasformano in sé una quartica gobba razionale. 

Quinto al more, dicembre 1907. 

Edgardo Ciani. 
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SUR LA REPRÉSEiNTATION APPROCHÉE DES FONCTIONS. 

Par M. Henri Lebesgue (Poitiers). 
(Extrait d'une Lettre adressée à M. E. Landau). 



AduiMni« dell'S nuirio 190I. 



Mon cher Collègue, 

î me félicite de m'ôtre rencontré avec vous sur un point particulier; je possède 
il depuis plus de deux ans la démonstration de la proposition qui figure au § i 
re article: Über die Approximation einer stetigen Funktion durch eine gan%e ra- 
: Funktion '); mais mes recherches sur ce point étant loin d'être terminées, je ne 
pas publiées. Voici quelles considérations m'avaient conduit à ce résultat, 
e toutes les démonstrations qu'on a données du théorème de Weierstrass, qui 
)ccupe, les seules je crois qui permettent d'écrire effectivement, à l'aide d'un sym- 
de fonction continue, une fonction analytique représentant / avec une approxi- 
i donnée sont : celle de Weierstrass basée sur la considération de l'intégrale 

^X'^cy-'-'ä.: 

e M. Picard reposant sur les propriétés de l'intégrale de Poisson 

I r*^ I f * 

zij, ^^^i—2rcos{t — x)^r'^*'' 
i de M. Fejér déduite de l'étude de l'intégrale 



^P« 



sin »(4^) 
^sin(^-^)_ 



du 



ï l'étude de ces diverses intégrales se fait par le même procédé et repose évi- 
;nt sur cette propriété relative aux mtégrales singulières de fonctions positives: 
iit /(jc) une fonction bornée uniformément continue dans l'intervalle (a, a + /) et 
[a, «) une fonction de la variable continue a et du paramitre continu ou discon- 

satisfaisant aux conditions suivantes: 

9 (a, «) est définie et positive, ou du moins non négative, dans Vintervalle 

+ 0- 



Rendiconti del Creolo Matematico di Palermo, tome XXV (i" semestre 1908), pp. 337-345. 
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2. Quels que soient b et e, pourvu que l'on ait 

-lZ,b<o<cZ, + l, 
Vintigrale 



f: 



existe et tend vers i, quand n croit indéfiniment. 
Alors, quand n croit indéfiniment, l'intégrale 

tend uniformément vers f{x) dans tout intervalle (a, , a^ -|- /J intérieur à (fl, ä -}- 0* 

De ce théorème on déduira autant d'expressions anal)rtiques approchées de/qu'oo 

le voudra. Si, par exemple, on veut des polynômes approchés, on pourra preodic 

pour 9 un polynôme. Le plus simple, si l'intervalle (0, a -{- 1) est rintervalle (0, 1), 

est le polynôme P^(a) = (p(a, «) = jb^(i — a')", k^ étant tel que / P^(a)(ÌA tende 
vers I. Ce qui conduit à prendre, 

soit k = ^-^-^ y-> y-^. '- , soit *. = 1/ , 

2.2.4.6 . . . (2w) ' " r ^ 

d'où le théorème que vous indiquez. 

Il est évident que si / est fonction continue d'un paramètre X, 1^ est fonction 
continue du môme paramètre. On en déduit que, dans le calcul de /,, on pourrâc 
remplacer / par une fonction /^ tendant uniformément vers /, quand n croît, sans mo- 
difier la convergence uniforme de /^ vers /. En particulier, marquons dans (j, fl-f-/) 
des valeurs 

^o = ^ < ^, < ^, ... < ö^_, < ö^ = a + / 

et prenons pour /^ soit la fonction continue égale à / pour toutes ces valeurs et li- 
néaire entre deux d'entre elles, soit la fonction discontinue constante dans chaque 
(fl., fl.^j) et égale à / à l'origine de chacun de ces intervalles, soit toute autre fonction 
de même nature; alors Vintigrale l^ nous fournit une jonction d'interpolation qui,qü(ini 
chaque (û., fl._^,) tend vers %érOy tend uniformément vers f. MM. Runge et Borel ont 
montré que la formule d'interpolation de Lagrange ne possédait pas cette propriété. 
Il serait d'ailleurs facile de mettre /^ sous la forme qu'indique M. Borel pour les for- 
mules d'interpolation permettant à coup sûr l'approximation indéfinie "). 



") Runge, Üher empirische Funktionen und die Interpolation :^wiscben äquidistanten Ordmaten [Zetschrift 
fur Mathematik und Physik, tome XLVI (1901), pp. 224-243], p. 229. — Borel, Leçons sur les foncSm 
de variables réelles et les développements en séries de polynômes, chap. IV, pp. 74-82. 

Note additionnelle. — Sur les indications de M. Landau je me suis reporté à divers trino 
de M. Méray sur la formule d'interpolation de Lagrange : Observations sur la légitimiU de Vwkrft' 
lation [Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 3^ série, tome I (1S84), pp. 165-176] ; 
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Dans renoncé que j'ai indiqué plus haut on peut remplacer les conditions i et 2 
' les suivantes: 

i'. 9 (a, n) est définie dans ( — /, + /). 

2'. Quels que soient h et c, pourvu que Von ait 

intégrales 

/c /»h n-^l 

(p(a, «)da, / |-^(a, n)|da, / \y{7., njdi. 

dent respectivement, quand n croit indéfiniment, vers i^ o et o. 

Il est d'ailleurs facile de prouver que: si 9 (a, n) ne satisfait pas à la fois aux 
'ditions i' et 2', il est toujours possible de trouver une fonction continue f telle que 
librale I^ diverge pour une valeur donnée de x dans (a, ^ -|- /) ou ne converge pas 
tfortnément autour de cette valeur. 

C'est la généralisation de ce que j'ai indiqué dans mes Leçons sur les séries tri- 
nométriques aux §§ 45 à 47; j'ai d'ailleurs déjà fait allusion à cette généralisation 
omptes Rendus, 17 novembre 1905). 

Les intégrales I^ permettent d'aborder des recherches telles que celle-ci : / étant une 
action continue d'une certaine famille, par exemple satisfaisant à une condition de 

PSCHITZ 



ifdy) -/W 



<k, 



ftc des polynômes de quel degré peut-on la représenter avec une approximation donnée ? 

Les réponses à ces questions compléteraient le théorème de Weierstrass. Quand 

i essaie d'y répondre on est naturellement conduit à rechercher quelles sont les fonc- 



weaux exemples d'interpolations illusoires [Bulletin des Sciences Mathématiques, 2^ série, tome XX 
96), I* Partie, pp. 266-270], 

Dans ce dernier travail M. Méray a prouvé, avant MM. Runge et Borel, que rintcq)olation ne 
mettait pas nécessairement l'approximation indéfinie. Par exemple, au § 4, M. Méray montre que 

l'on applique la formule de L\grange pour la représentation de ^^^^ ^^ intervalle ( — «, + *) 

que Ton ait 1/ < « < i, en utilisant des valeurs équidistantes de x et d* autres valeufs de x 

wtnàbiement choisies, on n'obtenait pas de polynômes d'approximation. 

MM. Runge et Borel s'astreignent, au contraire, à n'utiliser que des valeurs équidistantes de x 
non des valeurs de x choisies exprés pour que l'approximation ne soit pas indéfinie. La différence 
tre les deux résultats est nettement mise en évidence par ce qui suit : Contrairement à ce que croyait 
Méray, on s'était déjà demandé, avant ses travaux, si l'interpolation fournissait bien une approxi- 
lione indéfinie. Hehie \Eine Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy [journal fur die reine 
d angewandte Mathematik, t. LXXXIX (^1880), pp. 19-39]} avait démontré, à l'aide d'une méthode 
ilogue à celle de M. Méray, qu'il en était bien ainsi lorsque l'on n'emploie que des valeurs équidi- 
ntes de X et que Hmervalle dans lequel on interpolle la fonction (supposée analytique) est contenu 
is l'intervalle de convergence de cette fonction; or, dans l'exemple de M. Méray, ces conditions 
it remplies. 
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tioDS f (a, n) Ics mieux appropriées à la représentation de la famille de fonctions con- 
sidérées; mais, sans effectuer cette recherche, en prenant des intégrales I^ particulières 
on a déjà quelques renseignements. 

Par exemple, l'intégrale I^ que vous avez considérée prouve que, / satisfaisant i 
une condition de Lipschitz, on peut, avec un polynôtne de degré n représenter f à mm 
de "n et cela de manure qiu, quand n croit indéfiniment, n n^ tende vers une limite ßnk 
Ce résultat est identique à celui qu'on peut déduire d'une formule d'approximation de 
M. PoTRON ^); en prenant les polynômes d'approximation auxquels conduit la mèdiodc 

de Weierstrass, on obtient un résultat meilleur : on peut faire en sorte que j— tenit 
vers une limite finie. 

Poitiers, le 24 février 1908. 

H. Lebesgue. 



3) Sur une formule générale d'interpolation [Bulletin de la Société Mathématique de Fnofl^J 
tome XXXIV (1906), pp. ^2-60]. 
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THE CONSTITUENTS OF A MULTIPLE POINT ON A SURFACE. 
By A. B. Basset (Holyport). 



Adunanza del a6 gennajo 1908. 



I. I believe that Berzolari ') first showed that when a surface possesses a mul- 
le point of order /), the tangent cone at which is anautotomic, the reduction of 
ss thereby produced is p(j> — i)*. Other proofs have been given by Segre ") and 
rself ^; but although it may be inferred from general reasoning that the point con- 
uents of such a singularity are j/)(/) — i)' conic nodes, no satisfactory proof ap- 
irs to have been given. In the present communication I propose to supply a proof; 
: first of all a few preliminary remarks on the compound singularities of plane 
ves will be desirable, 
a. If X nodes on a plane curve move up to coincidence in any manner whatever, 
point constituents of the resulting compound singularity are S nodes; but it is 
lerwise in the case of cusps. For if x cusps move up to coincidence, it frequently 
)pens that 2p of them are changed into 3/) nodes, and this is especially the case 
len the cusps move up to coincidence along a continuous curve; also since the 
iUCtion of class produced by a node and a cusp are respectively equal to 2 and 3, 
class of the curve remains unaltered. The simplest example of the conversion of 
>ps into nodes is furnished by the oscnode. For the equation of a bicuspidal quartic 
rve can be expressed in the form 
) S' = uv' 

lere u is the double tangent, v the line joining the cusps and 5 is a conic, which 
sses through the points of contact of the double tangent and has tritaaic contaa 
ith the curve at each cusp ; but when the line v touches the conic 5, the two cusps 



') SuUe intersezioni ài tre superficie algebriche [Annali di Matematica pura ed applicata, serie II, 
aio XXIV (1896), pp. 165.191]. 

^) Stala scomposizione dei punti singolari delle superficie algebriche [Ibid., serie II, tomo XXV (1897), 
. 1.54], p. 28. 

3) On the Singularities of Surfaces [The Quarteriy Journal of Pure and Applied Mathematics, 
A XXXVm (1906), pp. 63-83, 159-177], p. 74. — Multiple Points of Surfaces [Ibid., Vol. XXXIX 
»7), pp. i-ay], pp. 3 and 15. 

kmU, Cifc. Metern, Pakrimo, t. XXVI (aP sem. 1908). — Stampato il 16 giugno 1908. 4a 
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coincide and the resulting singularity becomes an oscnode. If however the point con- 
stituents of an oscnode were two cusps, it would be possible for the quartic to have 
a third double point; but if one be introduced, it can be shown in the following 
manner that the quartic will degrade into a pair of conies which osculate one another. 

3. Let -45 C be the triangle of reference, A the oscnode, ^5 the oscnodal tan- 
gent; then (i) becomes 

(2) (n + i'ß'+OßT + *Y') = 0« + '»ß + «Y)Y'- 

Since C is an arbitrary point we may suppose it to be an additional node, the œn- 

ditions for which are 

l = 2R, m = 2QR, n = R' 
and (2) becomes 

(5) iPr + öfiY + «Y)' + 2PRrt = o 

which represents a pair of conies. This shows that the union of the two cusps pro- 
duces a compound singularity whose point constituents are three nodes; and many 
other similar examples might be given. 

4. Let A he 2L multiple point of order /> on a surface of the n^ degree, and 
let the tangent cone at the point be anautotomic. Let D be any point in space ; then 
since A is SL multiple point of order /> — i and p — 2 respectively on the first and 
second polars of the surface with respect to D, it follows that A absorbs p(p — iXP^^) 
of the points of intersection of the surface and its first and second polars with re- 
spect to D. Hence the number of distinct generators of the tangent cone from Z), 
which have tritactic contact with the surface, is 

(4) )c = «(n — i)(« - 2) —p(j> — i)(/> - 2) 

and each of these generators is a cuspidal generator of the tangent cone. 
Let V and [l be the degree and class of the tangent cone from Z), then 

(5) V = «(n - i), ,t = w(« — iy—p(j> — ly 

also let S be the number of distinct generators of the tangent cone from D, which 
are double tangents to the surface and therefore nodal generators of the cone. 

Since the tangent cone at A is anautotomic its class is p(j> — i); and therefore 
DJ is a multiple generator of the tangent cone from D of order />(/> — i), the 
tangent planes along which are distinct; hence A is z multiple point of the same 
character on the section of the cone by the plane ABCj and its point constituents are 

nodes. 

In order to find the value of S we shall apply Plücker's equations to the secflon 
of the tangent cone from D by the plane ABCy and we obtain 

^ = v(v — i) - /)(/> - i)Q)» _^ _ I) _ 2S - 3 X. 

Substituting the values of x, pi and v from (4) and (5) we obtain 

(6) ^ = i«(«-i)(«-2)(«-3)-|/>0>-i)0>-2)0»-3) 
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lence if X' and x' are the number of nodal and cuspidal generators which are absorbed 
>y the multiple point 

» ^' = tP(P - 00» - 2)0' - 3), ^' = P(J>- i)(P - 2). 

5. Let us now suppose that the multiple point on the surface is formed by 
he union of C conic nodes and B binodes. These double points are originally 
mpposed to be isolated and to be arranged in any manner on the surface ; hence the 
langent cone from D will possess two species of nodal and cuspidal generators, the 
ÎTst of which arises from the double points on the surface, whilst the second arises 
"rem generators which are double and stationary tangents to the surface. When the 
C conic nodes and B binodes coincide at Aj all the generators of the first species 
and X' -}- x' of the second species will coincide with the line DA; and we have to 
ind the number of those of the first species. 

The multiple point at A on the section of the tangent cone from D by the 
plane ABC is composed of double points on the section, arising from both species 
of generators; and since its order is p(j> — i), it follows that 
;8) c + 5 + S' + K' = i.p'0'-iy-|/,0.-i) 

vhere i' is given by the first of (7), but nothing is supposed at present to be known 
ibout x' except that it represents the effect of the coincidence of the p(j> — i)(p — 2) 
uspidal generators of the second species. Also since the reduction of the class of the 
urface is />(/>— i)*, it follows that 

9) 2C-{.}B=p(p-iy 

nd if we substitute the value of S' from the first of (7) we shall obtain from (8) 
nd(9) 

10) C = ^pÇp - i)(io/> — 19) — 3 ^' 

11) 2x' - 5 = 3p(p — i)(p — 2). 

Now a the x' distinct cuspidal generators of the second species were equivalent 
if ter coincidence to p(j> — i)(j> — 2) cuspidal generators, it would follow from (11) that 

B = -p(j, — i)(p — 2) 
which is impossible, since B cannot be a negative quantity; hence the effect of coin- 
ddence must be to convert these x' cuspidal generators into |-x' nodal generators, which 
produces no alteration in the class of the tangent cone or of the surface, but makes 

(12) 5 = 0, c = ^p(j>-iy 

which proves the theorem in question. 

Fledborough Hall, Holyport, Berks, England, 
January 20, 1908. 

A. B. Basset. 
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ON QUINTIC CURVES WITH FOUR CUSPS. 
By A. B. Basset (Holyport). 



Adunanza del aé gennajo 1908. 



1. In my paper On Quinquenodal and Sexnodal Quintk Curves '), I attempted 
to find the equations of quintic curves which possess four cusps and a node and five 
cusps respectively, but the results were deficient in that conciseness which is always so 
desirable and sometimes so difficult of attainment in mathematical investigations. At 
the end of the paper, I briefly indicated a method which depends upon the theorem 
that when a tangent cone is drawn to a surface, every generator which is a double 
tangent to the surface is a nodal generator of the tangent cone, and every generator 
which is a stationary tangent is a cuspidal generator of the cone. I propose in the 
present communication to develope this method. 

2. If (a, ß, Y, S) be quadriplanar coordinates referred to a tetrahedron ABCDj 
the equation of a surface of the «'** degree may be written in the binary form 

where 5 is a positive integer not greater than «, and the suffixed letters denote ter- 
nary quantics of (a, ß, y). The equation of the tangent cone from D is found by 
equating the discriminant of (i) to zero; and if (a, [i, y) be now regarded as trilincar 
coordinates of a point lying in the plane S = o or ABC, the discriminantal equation 
will furnish the equation of the curve of seaion of the cone by the plane ABC 

Since every conic node and binode respectively produce a nodal and a cuspidal 
generator on the tangent cone, additional nodes and cusps on the curve may be in- 
troduced by means of conic nodes and binodes on the surface. Also every compound 
singularity on the surface gives rise to a singular generator on the tangent cone; and 
by examining the character of the latter, compound singularities of curves can be ob- 
tained from those of surfaces. 

This method is particularly valuable when it is desired to find the equation of a 
curve possessing cusps and no nodes. For example the tangent cone from any point 
D on an anautotomic quartic surface is an irreducible cone of the lo* degree and 



') Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics, Vol XXXVII (1905), pp. 199-214. 



OM Q.UINTIC CURVES WITH FOUR CUSPS. 333 

1 6'** class. The cone can obviously have no nodal generators, but it possesses x cu- 
»pidal generators which are determined by Plücker's formula 36 = 90 — 5 x, giving 
c = 18. Hence the discriminant of the binary cubic 

S^a. + 3S*u, + 38^3 + 1*^ = 

furnishes the equation of a curve of the 10'** degree, which possesses 18 cusps but 
Qo nodes. 

3. Unfortunately, however, this method frequently furnishes results which are 

deficient in generality. Thus the equation of a uninodal quartic surface whose node 

is at D is 

(2) S'5, + 2853 + 5^ = 

where 5^ = (a, ß, y)" . The equation of the tangent cone from D is 
ti) - S] = SJ^ 

ind since none of its generators are double or stationary tangents to the surface, 
quation (3) is that of an anautotomic sextic curve. The above equation is not however 
be most general form of such a curve, since the conic touches the sextic at six points, 
nd a conic cannot in general touch a sextic at more than five points. In fact (3) 
ontains only 26 instead of 27 constants; but at the same time these special forms 
ften furnish results of quite as great interest as general ones. 

4. It sometimes happens that when one of these special forms degrades into a 
edudble curve, one of the faaors furnishes a general form of the equation of a curve 
if some special species. Thus if 5^ and 5^ contain a common linear faaor u, (3) 
«comes 

4) K'* = sj, 

ind we shall now show that this is a form to which any anautotomic quintic curve 
ran be reduced. 

Since it is always possible to describe a conic which touches a quintic at four 
points, let B and C be two of the points of contact and AB, AC the tangents at B 
and C. Then the equation of the curve is 

(5) a'S, + ßY2, = o 

vhich may be written in the form 

'(6) 5.2, + a'5; = o 

where S, is the conic in question. But since 5^ touches the quintic at two other points, 

it must also touch the cubic 5^ at these points; hence 

^hcrc Uj Vj w are straight lines. Accordingly (6) may be put into the form 
» (5, + avy tt + 5,(23 + a'«; — 2(iuv — 5,u) = o 

\rhich is of the form (4). 
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5. We are now in a position to find the equation of a quintic curve which has 
four cusps and one or more double points. 

Consider the cubic surface 

(8) ^'-b3^'u.-\-3hU, + yU, = o 

where the suflSxed letters denote ternary quantics of (a, ß, y)- The plane y or ABD 
touches the surface along the line AB^ and it is known from the theory of surfaces, 
and can be verified independently, that (8) has two conic nodes on A B; hence m=8. 
The tangent cone from D consists of the plane y and the quintic cone 

(9) Y(t7, - «. uy = 4(.tu,- «î)(«. u, - r u,y 

and its class is 8, and.it has no nodal generators; but it has x cuspidal generaton 
which are determined by the equation 8 = 20 — 3 x, giving x = 4. Hence (9) is die 
equation of a quadricuspidal quindc curve. Let 

S =U —u U , S =yU —u* 

^t a I ^i > ^a II I 

then (9) may be expressed in the form 

(10) yS|-4«.S.S. + 4£/.S: = o 

also the positions of the cusps are obtained by writing down the first and second 
polars of (8) with respect to -D, which shows that they are the four points of inter- 
section of the conies 5, and 5, . Equation (9) also shows that y is a stationary tan- 
gent, which touches the quintic at the point where it is interseaed by the line »,. 

6. Equation (9) may be reduced to the standard form ") by choosing the triangk 

of reference so that Ay B and C coincide with three of the cusps. To do this, wriie 

Y for Y, and let 

Y' = a + ß + Y 

«, = Fa + Gß + /fY 

then 

(11) 5, = (G - H)'ßY + (^ - ^y Y« + iF- ^r aß. 

Also since U^ is an arbitrary conic, we may write 

(12) 5, = L6y + ^Y« + ^«P 
and (10) becomes 

(13) «(s. - 2Fsy + HS, - 2 Gsy + t(s. - 2i/s.y = o 

which is one of the forms of a quadricuspidal quintic. 

7. Returning to (8), the equation of a nodoquadricuspidal quintic curve is obtainfii 
by introducing a conic node at C. This requires that U^ and U^ should respectivdy 
be a linear and a quadric function of a and ß alone; and we may without loss of 



') On Trinodal and Quadrinodal Quiniks [Quarterly Journal of Pure and Applied Mathauiks» 
Vol XXXVn (1905), pp. 106-121], p. 117. 
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nerality take 

U, = h I7^ = a(/)a + j{i) = at; (say) 

» that writing u for u^ , where w is a linear function of (a, ß, y) equation (9) bé- 
âmes 

4) y(«^ - Ny = 4(Pt - t*0(«^^ - P'y) 

hich is one of the forms of a nodoquadricuspidal quintic. The conic av = ßu passes 
trough the four cusps and the node ; whilst the conic ß y = w* passes through the 
»ur cusps. 

8. The equation of a quinquecuspidal quintic is obtained by making C a binode 
a (8), which requires that 



'^^ I tt, = Ia + Mp + NY = «, (say) 

»here F, , W, are linear functions of (a, ß). 
Choose the triangle of reference so that 

hen (9) becomes 

[^0 Yl3(*' - n/N - 2a< = 4(2aY - u'){3 <«' - ß')/Ar_ 4«'y} 

«There « is given by the last of (15). Equation (16) represents a quinquecuspidal 

rtdntic, one of whose cusps is at C, and the line y or ^B is a stationary tangent 

rhich touches the quintic at the point where it is intersected by the line u. The conic 

3(a' — ß*)_2Aratt = o 
isses through all the cusps; whilst the conic 

2 a Y — tt* = o 

Lsses through all the cusps except C, and touches the quintic at the point of inflexion 
Ä AB. 

9. When a quintic curve has six double points, four of which are cusps, the re- 
i^dning two must be nodes; and the equation may be found by writing w for y in 
^^ where «; is a linear function of (a, fi, y)» and introducing two conic nodes at 
and C respectively. 

Flcdborough Hall, Holyport, Berks, England, 
January 20, 1908. 

A. B. Basset. 
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SUR UNE CORRESPONDANCE PONCTUELLE 
ENTRE DEUX COURBES GAUCHES. 

Par M. G. Kœnigs (Paris). 
(Lettre adressée au Directeur des Rendiconti). 



Adunanza del la aprile 1908. 



Monsieur le Direaeur, 

Dans un article récent paru dans ces « Rendiconti » '), mon eminent confrère du 
Circolo, M. L. Bianchi, a traité le problème suivant: 

« Une courbe gauche C étant donnée, en trouver une autre C, , lui correspondûnt 
a point par point, de façon que le plan osculateur à l'une des courbes aille toujours 
K passer au point homologue sur l'autre». 

C'est dans cette relation que se trouvent deux lignes asymptotiques d'une même 
surface réglée. 

Or, il y a plus de vingt ans, en janvier 1888, dans une Note insérée aux «Comptes 
Rendus de l'Académie des Sciences » de Paris "), j'ai textuellement résolu et résolu 
complètement sans intégration ce même problème. 

Quelques années plus tard, dans un article publié dans 1'« American Journal of 
Mathematics » ^), j'ai repris et développé le même problème avec plus d'ampleur que 
je ne pouvais le faire dans ma Note aux Comptes Rendus. 

Du reste, pour éviter aux lecteurs des « Rendiconti » de recourir aux écrits cités 
plus haut, je vais ici en résumer rapidement les résultats. 

J'appelle M un point sur la courbe C dont les coordonnées x, y, :(, t seront des 
fonctions d'un paramètre u et vérifieront une même équation du quatrième ordre li- 
néaire, que l'on sait former quand on connaît ces quatre fonctions. Soit cette équation: 

(i) X'^ + 4P^X'" + 6P^X" + 4P,X' + P^X = o. 

Soit de même Afj(x, , y^^ 7^^ y /J le point correspondant sur la courbe C, . 



') Tome XXV (i**" semestre 1908), pp. 291-325. 

") Détermination sous forme explicite de toute surface réglée rapportée à ses lignes asymptotùpus, it 
en particulier de toutes les surfaces réglées à lignes asymptotiques algébriques [G>mptes rendus hebdomadaires 
des séances de l'Académie des Sciences (Paris), tome CVI (i*"" semestre 1888), pp. 51-54 (séance du 
2 janvier 1888)]. 

3) Sur un problème concernant deux courbes gauches [American Journal of Mathematics, voL XIX 
(1^7)» pp. 259-266]. 
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On montre d'abord que si M, est dans le plan osculateur à la courbe C en M, 
et M dans le plan osculateur à la courbe C, en M, , on peut trouver des quantités 
^ ß) Y) ^> V- fonctions de u telles que l'on ait: 

/ X, = XX" + px' + Y*, ( «< + py, + Xx, + (*x = o, 

( /.=«/"+ ß/' + Y*; \ «^: + P*'. + >/. + (*/ = 0. 

Éliminons x, , )f,, ^, , /, entre ces équations, nous trouvons: 

ol'X'" + 2a(a' + P)X"' + [a(a" + aß' + y) + P(«' + ß) + «^]^" 
+ [*(r + 2 Y') + ß(ß' + y) + ß^]^' + L«Y" + Py' + n + (*]X = o. 
^ette équation doit coïncider avec l'équation (i); on a donc, en identifiant: 

«(«' + ß) = 2P.a% 

«(«" + 2ß' + y) + K*' + ß) + «X = 6P,«% 

«(P" + 2Y') + Hß' + Y) + ß^ = 4^,«% 

«Y" + ßY'+^Y + (* = -P4*'- 
En éliminant X entre la deuxième et la troisième de ces équations, on arrive au 
Système équivalent: 

ç^. j <r + nO + ß(ß' + Y) + ß^ - 4^3«% 

"^^^ î aY" + ßY' + XY + (^ = ^4*% 

Les équations (4) feraient connaître >, (x si on le voulait, mais ce sont les quan- 
tités a, ß, Y qui importent le plus, car, par le moyen des équations (2) elles définissent 
le point M j . Or a, ß, y doivent vérifier seulement les équations (5). On peut intégrer 
ces équations. 

Posons en effet : 

(6) 6 = Y + iP'; 

les équations (5), (6) se laissent ramener au système suivant: 

(7) \ p=2?,a — a', 

Y = e-i-p'. 

Dans cette formule, 30 V est l'invariant d'HALPHEN : 

(8) 30 r = - p;' + 3P; - 6P,p; - 2P3 + 6P^p^- 4P]. 

Si l'on sait trouver deux fonctions Ö, a vérifiant la première équation (7), les 
deux autres donneront successivement ß et y- 

Rmd, Cire. UêUm. /»-^-»o, t. XXVI (jO ,em. 1908). - Sumpâto U la giugno I908. 41 
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1° Si V n'est pas nul, on posera 

où U représente une fonction arbitraire de w, et la première des équations (7) donne 

alors 

(10) e = (3?,-F. + 2P:)a-t7 + Ä, 

OÙ h est une constante qu'on pourrait faire rentrer dans 17, mais qu'il vaut mieux 
garder en évidence. 

2° Si l'invariant V est nul, la courbe C appartient par ses tangentes à un com- 
plexe linéaire; alors la première équation (7) s'intègre et donne 

(II) e = (3P.-F.-2P|)« + Ä. 

Le problème est ainsi complètement résolu sans signe d'intégration. 

Il convient d'ajouter que si, dans les formules précédentes, on donne à Ä des valeurs 
successives, la courbe C, décrit une surface réglée qui admet comme asymptotiques li 
courbe C, variable et la courbe C elle-même. On obtient même, de cette façon, la sur- 
face réglée la plus générale qui admet comme asymptotique la courbe C. En outre, sur 
cette surface, les lignes asymptotiques sont en évidence : c'est ce qui exprimait le ritre 
de ma première Note, où il était question des surfaces réglées rapportées à leurs lignes 
asymptotiques. 

Veuillez agréer. Monsieur le Directeur, l'expression de mes sentiments les plus 
distingués. 

Paris, 5 avril 1908. 

G. Kœnigs. 
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ZUR THEORIE DER MÄCHTIGKEITEN. 
Von Denes König (Budapest). 



Adunanxa del io maggio 1908. 



Lassi man den ZERMELo'schen Wohlordnungssatz ') ausser Acht, dessen Beweis 
ja von manchen Mengentheoretikern nicht angenommen wird, so ist, der Satz, dass 
jede unendliche Mächtigkeit gleich ihrem Doppelten (und fc^^-fachen) ") ist, bisher unbe- 
wiesen. 

Ich will hier zeigen, wie man diesen Satz aus einer sehr einfachen Hypothese, 
ohne jede Wohlordnungsvoraussetzung ableiten kann. Man kann diese Hypothese fol- 
gendermassen formuliren : 

AJ Enthalt irgend eine Menge mehr als ein Element, so lässt sie sich derart auf 
sich selbst abbilden ^, dass dabei kein Element auf sich selbst abgebildet ist. 

Dieser Satz gilt natürlich für endliche Mengen, scheint aber nur um so mehr 
richtig zu bleiben, wenn man zu unendlichen Mengen übergeht. 

Sei 9 diese Abbildung für eine beliebige unendliche Menge Af. 

Wir setzen also 

b = <f{d)^a, 

'^^enn das Element a von Af auf das Element b von M abgebildet wird. Ist noch b 
a.uf c abgebildet, so schreiben wir 

^ = ?(*) = ?[?W] = ?' (4 
Ebenso definirt man 9^(a) für ein beliebiges positives ganzes v. Da auch b das a 
Ijestimmt, so können wir setzen 

a = <f-\b), a = (p-XO, •••• 
Wir setzen auch noch 

f(a) = a. 



') Zerhelo, Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann [Mathematische Annalen, Bd. LIX 
09O4),S. 514.516J. 

•) Die Aussagen « w = 2 m » und « m = «o '^ » ^^"^ einander aequivalent [S. Zermelo, üeher 
' i^^^ftw troHsfimter CardindiahUn (Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 



""• '^ M-38), Satz II]. 



' verstehen wir hier eine eindeutige und umkehrbar eindeutige Zuordnung. 
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Nun ist also <f^{a) für eine beliebige ganze Zahl fx definirt und zwar so, dass immer 
die Formel gilt 

Mit Hilfe der Abbildung <p werden wir eine Einteilung der Menge M definirai. 

Im Allgemeinen ist eine « Teilung » der Menge Af definirt wenn ein — zwei unb^ 
stimmte Elemente a und b von M enthaltendes — Kriterium [wir bezeichnen es mit 
KÇ^Uy b)] derart gegeben ist, dass dann und nur dann a und b bei der «Teilung» in 
derselben Teilmenge von M vorkommen sollen, wenn das Kriterium erfüllt ist Damit 
aber diese Festsetzung keinen Widerspruch enthalte, rauss das Kriterium folgende dm 
Eigenschaften besitzen: 

à) K{ay ä) ist immer erfüllt, 
^ b') ist /^(ö, i) erfüllt, so ist auch K{by d) erfüllt, 

c) ist K{ay b) und Ä'(i, c) erfüllt, so ist auch Ä'(c, a) erfüllt. 

Ein solches Kriterium kann nun folgendermassen angegeben werden. Zwei EI^ 
mente a und b sollen dann und nur dann zur selben Teilmenge gehören, wenn für 
irgend eine ganze Zahl v 

ist. Man sieht sofort, dass die Bedingungen a), b) und c) erfüllt sind. Diejenige Tai- 
menge, die ein beliebiges Element a enthält besteht also aus den Elementen 

sie ist also endlich oder abzählbar unendlich; enthält aber, wegen 

wenigstens zwei Elemente. Es gilt also der Satz : 

BJ Enthält die Menge M mehr als ein Element, so lässt sie sich derart als iu 
Summe gewisser elementenfremder Mengen Ay By Cy . , . schreiben, dass jede der Menden 
Ay By C, . . . endlich oder ab:^ählbar ist und mehr als an Element enthält. 

Dieser Satz genügt um unser Endresultat abzuleiten *). 

Sei nämlich 

eine solche Teilung von M die wir von jetzt ab als unab^ählbar unendlich voraussetzen. 
Wir bilden die Menge dieser Teilmengen : 

M' = iA„B,, C.,...) 

für die ebenfalls eine solche Teilung existin: 

M' = ^' + 5' + C + . . . . 

Die Elemente von A'y B', C, . • • sind also die Mengen A^y 5^ , C, , Bezeicbcn 

wir im Allgemeinen mit ^ N die Menge, die von den Elementen der Elemente vod 



^) Es würde also auch folgender Satz, der jedoch viel mehr aussagt, genügen: J$dê wuM^ 
Menge lassi sich aus Paaren :(usammensetien, d. b. jede unendUche Mächtigkeit hai die Form in. 
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^ gebildet wird, so ist : 

■.nd wenn man noch 

setzt, so wird 

M = ^, + 5, + C.+ .... 

Wir haben somit eine zweite Teilung von Af erhalten, welche auch die Bedingungen 

won 5) erfüllt, da die Summe von endlich oder abzählbar vielen endlichen und abzähl- 

■>aren Mengen auch endlich oder abzählbar ist. Durch Wiederholen dieses Verfahrens 

lann man so eine dritte, vierte, . . . Teilung von M erhalten *). Alle diese Teilungen 

erfüllen die Bedingungen des Satzes 5). Das Verfahren ist so definirt, dass, wenn zwei 

Elemente von M bei der v-ten Teilung in der selben Teihnenge enthalten sind, dies 

auch für die v -f- i-te (und also für jede folgende) Teilung gilt. 

Mit Hilfe der abzählbar vielen Teilungen 

M=^, + 5, + C,+ ... (r,) 

definiren wir nun eine neue Teilung durch folgendes Gesetz : « Zwei Elemente, a und 
h von M sollen dann und nur dann zur selben Teilmenge gehören, wenn sie bei einer 
Teilung T^ in der selben Teilmenge enthalten sind ». Dieses Kriterium erfüllt die Be- 
dingungen d) und i), aber auch die Bedingung c). Kommt nämlich und i bei der 
Teilung T^ in derselben Teilmenge vor, b und c aber bei T^ so kommt a und c bei 
ier Teilung T^ in derselben Teilmenge vor, wenn nur «, ß^y ist. Sei diese Teilung T: 

V^ir beweisen nun, dass die Mengen Aj By Cy . , . alle abzählbar unendlich sind. Sind 
Oâmlich Ay A^y A^y . . . y A^y , . . dicjemgen Teilmengen bei der Teilung T, T^, 
T, , . . . , T^j ... in denen ein beliebiges Element a von M vorkommt, so ist ®) : 

da es eben die Elemente von A^y A^y . . . sind, mit denen a bei irgend einer Teilung 
T^ in derselben Teilmenge vorkommt. Da nun die A^ endlich oder abzählbar sind 
und jedes A^ wenigstens ein solches Element enthält, welches in keiner der Mengen 
A^y A^y ...y A^_^ vorkommt, so ist A — eine beliebige Teilmenge bei der Teilung T— 
sicher abzählbar unendlich. Es gilt also folgender Satz, wobei die Abzählbarkeit von M 
natürlich nicht mehr ausgeschlossen zu sein braucht. 

CJ Jede unendliche Menge ist die Summe elementenfremder ah:^ählbarer Mengen. 

Nun haben wir aber unser Ziel erreicht. Ist nämlich die Mächtigkeit der Menge 



^ Das Ver&hren könnte nur dann abbrechen, wenn die Mächtigkeit der Menge der Teilmengen 
M dncr Teilung i würde. Dann musste aber Af, wie alle Teilmengen, die bei den Teilungen Ty vor- 
kommen, endlich oder abzählbar sein. Und das wurde eben ausgeschlossen. « 

^ Hkr ifaid dk Glieder der Summe nicht mehr, wie bis jetzt, elementenfremd : A^ ist eine 
Tfflmrngt tod ä^^ fikr {edes v. 
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der abzählbaren Mengen, in die M zerlegt ist, n, so ist die Mächtigkeit von Af : 

und also, wenn v eine beliebige endliche ganze Zahl ist : 

m =2 ^m^ m = K^ m. 

DJ Keine unendliche Mächtigkeit ändert sich, wenn sie mit einer endlichen Zabi 
oder mit K^ multipli^irt wird. 

Budapest, den 14. ten Dezember, 1907. 

DÉNES König. 
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ÜBER DIE ABGRAENZUNG DER LOSUNGEN EINER ALGEBRAISCHEN 

GLEICHUNG. 

Von Leo Koenigsberger (Heidelberg). 



Adunanza del 24 maggio 1908. 



Die EinSchliessung der Lösungen einer algebraischen Gleichung 

a^x- + fl. X"-' + fl^x-* H h fl_. X + fl. = o, 

orin fl^ , a, , . . . , a^ reelle oder complexe Grössen bedeuten, mittels eines um den 
illpunkt gelegten Kreisringes, dessen Radien durch 

I 



M + I und 



in -f- I 



geben sind, worin M und m den grössten der absoluten Beträge 



resp. 



zeichnen, beruht bekanntlich auf der Bemerkung, dass die Ungleichheit 



^o 



+ 



— \x\—i 



<W" 



O O ( 

îts unabhängig von n erfüllt ist, wenn 

àhrend eine Lösung x, der vorgelegten Gleichung die Beziehung 

00 o 

fordert. 

Für die Anwendung dieses Satzes wird es sich aber meist um einen möglichst 
gen Kreisring handeln, dessen Radien zwar unabhängig von den Werthen der T/ *" 
ienten der Gleichung sein müssen, wohl aber von dem Grade der Glck 
rfen, und bezüglich dieser Forderung mögen im Folgenden dnige 
ngen Erwähnung finden. 

Da für einen beliebigen Werth von x zunächst die P< 
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oder nach der für M getroffenen Werthbesdmmung 



a a 'a 



— |x| - I 



ist, so folgt für jede Lösung x^ der vorgelegten Gleichung 

— i^ii — ^ 

und es wird somit weder ein Werth x, dessen absoluter Betrag r kleiner als i und 
der Ungleichheit genügt 

r--'_(Af+i)r'' + M <o, 

noch ein solcher, für welchen r grösser als i und der die Ungleichheit 

r«-_(M+ i)r" + M>o 
befriedigt, eine Wurzel der Gleichung sein können, während r = i mit der Ungleich- 
heit 

Mn <i 
unvereinbar ist. 

Untersuchen wir nun für einen beliebig gegebenen positiven Werth von M den 
Lauf des Polynoms 

Ä(r) = r''"'— (M+i)r- + Af = (r— i)(r" — Mr— — Afr"-^ Afr-Af), 

welches für r = o den positiven Werth M annimmt, so ist ersichtlich, dass R(r) von 
einem über r = o hinausliegenden Werthe an unter der Annahme, dass M < — ist, 
bis zu r =. i negativ sein wird. Da nämlich der Werth von r, welcher 

^ = r"-[(«+i)r-n(Af+i)] 

ZU Null macht oder 

unter der gemachten Voraussetzung zwischen o und i liegt, so wird 

als Function von M aufgefasst für Af = o negativ, wahrend es für Af = — ver- 
schwindet, und somit für ein M <^ — stets negativ sein, da 

in dem betrachteten Intervalle für M positiv bleibt und erst für Af= — YersdxwsA* 

um dann für grösser werdende Af negativ zu bleiben. 

In dem Intervalle von r = o bis r =: i wird somit die Function Jt^ ' 

Dositiven Werth von Af, welcher zwischen o und — li^[t, von dea 
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durch Null ins Negative gehen und für r = i verschwinden, um dann von r = i 
positiv zu bleiben, für r = M -j- i den Werth M anzunehmen und dann ins 
lendliche zu wachsen. 

Ist M = — , so bleibt die Function R (r) von r = o über r = r^ = i hinaus, 

rfür sie verschwindet, stets positiv. 

Ist jedoch M > — -, so dass r^ ausserhalb des Intervalles o bis i, und zwar 

ischen i und Af + i fällt, so wird, da R(rJ jedenfalls negativ ist, RÇr) beir=i 
jativ zu werden anfangen und erst für ein r > f o und <[ Af -f- i wieder positiv 
rden, um dann positiv zu bleiben. 
Ferner ist aus 

mittelbar ersichtlich, dass für M <[ i, also für M < — und M ^ — aber <[ i, 

fi n 

M) positiv ist, während es für Af = i verschwindet, dass jedoch, wenn Af > i, 

M) negativ ist, und dass endlich, wenn M<^n der Werth r^^>Af, wenn Af > n, 

< M wird, während für M = n^ r^=: M = n ist. 

Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so folgt, da, wie wir oben ge- 

len, kein x, dessen absoluter Betrag r <C i und für den R(r) < o ist, oder dessen 

> I zugleich i?(r)> o liefert, eine Lösung der Gleichung 

fl^x" + a.x-' H [• a^^^x + a^ = o 

n kann, dass 

i) für Af < — 

nmtliche Lösungen dieser Gleichung innerhalb eines um den Nullpunkt mit einem 

dius r = 

n, dass 

2) für Af = — 

îselben vom Einheitskreise umschlossen werden, und dass 

3) für Af> — 

; Lösungen in einem um den Nullpunkt mit einem Radius {i beschriebenen Kreise 
a;en, worin ß 

für M^n innerhalb der Graenzen — j — (Af-j- i) uo^ Af + ij und 

fi — [- I 

für M^ n zwischen M und M'\-\ 
thalten ist. 

Setzt man in der ^ 



wdcher a. yoù. ^ >ch für 



dius r = a, welcher >Af und < , (Af -f- i) ist, gezogenen Kreises liegen wer- 
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die Gleichung 

«./ + «.-./-' + 

wenn m den grössten der Moduln 



+ «.^ + «0 = 0. 



a« 
a. 


> 


«. 

«. 


, . . . , 


«.-. 
ö. 



bezeichnet, die analogen Graenzen für die Radien der um ^ = o gelten Kreise, in- 
nerhalb deren alle Lösungen dieser transformirten Gleichung liegen, und bestimmen 
somit durch ihre reciproken Werthe die Kreisfläche, ausserhalb deren die Lösungen der 
vorgelegten Gleichung sich befinden, so dass damit der concentrische Ringraum als 
das Gebiet für die Lösungen der ursprünglichen Gleichung festgelegt ist. 

Zunächst ist nun, da alles auf die Bestimmung der von n und Af abhängigen 

Werth^ a und p ankommt, zu bemerken, dass für M < — die Lösung a zwischen 

M und r, = ^^(M+i)<M+i 

liegt, sich also von M -|- i um weniger als die Einheit unterscheidet, während fiir 

M = — , a := I, und für M> — die Lage von p jedenfalls zwischen M und Af+i 
ft ti 

fixirt ist, so dass man in allen Fällen durch r = M-}'i den gesuchten Werthenaund 

ß um weniger als eine Einheit nahe kommt. 

Für die Bestimmung des Wenhes {i lassen sich jedoch ganz allgemein statt des mit 

dem Radius M -f- i un^ den Nullpunkt gelegten Kreises engere Graenzen ziehen, da 

Ä"(r) = «r-«[(n+ i)r — (n— i)(M+ i)] 

für r = Af -f- I ebenso wie R(r) selbst positiv ist, und daher das NEWTON'sche An- 
näherungsverfahren von r = M -^ i ausgehend stets zu Werten führt, welche dem 
um weniger als eine Einheit von Af -}" ^ entfernt gelegenen Werthe [i, der gesucht 
wird, näher liegen als Af -}~ ^ selbst. 
Setzt man in R(r) 

{i = M + 1 + S, 
so ergiebt sich aus 

j?(Af+i -f-S) = /?(Af + i) + J5/?'(Af+i) + — Ä"(M+ i)-\ =0 

bei Vernachlässigung der höheren Potenzen von S als der ersten der Werth 

js_ M_ 

*- (M-fir 

und somit als engere obere Bcgraenzung für die Lösungen der algebraischen Gleichung 
ein um den Nullpunkt gelegter Kreis mit dem von Af und n abhängigen Radius 

r — M-i-i ^J^^ _j_ j^. — (M + i)" ' 
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)fûr R(r) den positiven Werth 

nimmt. 

EHe Fortsetzung dieses Verfahrens liefert den entsprechenden Werth 



4-(^^ifcëai 



~ / (M+ i)'"' — M \— / (M + i)'"' — (« + i)Af \ ' 
\ (M+i)- j V (M+0" / 

d hiernach wieder für den Radius des noch enger gezogenen Kreisgebietes für die 
sungen der algebraischen Gleichung den Ausdruck 

_ [ (M+iy^ '- Afp [(2M+i)( A f4-i )" — (n + i) Af] — Af(M + iy' 
^ — [(M+ i)-^ _ MY-'(M"-' — (n + i)M](M+ i)" 

s. w., so dass man durch dieses Annäherungsverfahren beliebig nahe an den gesuchten 
erth ß heranrücken kann, welcher den Radius für das engste Kreisgebiet definiren 
rd, welches mit Hülfe der oben angestellten Betrachtungen die Lösungen der vorge- 
:ten algebraischen Gleichung umschliesst. 

Zur Annäherung an den Punkt a, für den unter der Voraussetzung, dass 

<^ — , i?(r) = o wird, ist dieses Verfahren zur Aufstellung allgemeiner angenäh- 

cerer Formeln nicht brauchbar, da R (r) zu beiden Seiten dieses Werthes für r=M 
id r = r^ entgegengesetztes Zeichen von dem des Werthes R''(r^ hat. 
So werden sich für die Gleichung 

x5 — 2 x^ — j x^ + 1 x^ + -^- ;c - I = o, 
îren Lösungen — i, *, i, j, 2 sind, als grösste absolute Beträge der Grössen 

— 2, — ^, Y, j, — -jy resp. 2, 4, Y , — 5> ^ 7 

e Werthe 

M = |, m = 5 

geben, und es werden daher die Lösungen der Gleichung 5*'° Grades in einem 
reisringe liegen, dessen begraenzende Kreise durch die Radien 

M 4- I = — und i :— - -7- 

' 2 m -}- I 6 

ïstîmmt sind. Wendet man aber die erste der oben gegebenen Annäherungsformeln 
I, so erhält man für den Radius des aeusseren Kreises 
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r = — = 0,16668..., 



und mit derselben Annäherung für den Radius des inneren Kreises 

6^-5 
von denen der erstere kleiner als -^, der letztere grösser als ~ ist. 

Um nun in allen Fällen für jede Grössenlage von M — und zwar nur mittels der 
angegebenen Abgraenzungsmethode durch einen Kreisring — die ausser r=i einzigen 
reellen positiven Lösungen a und ß der Gleichung 

/(r, Af) = r""' — (M+ i)r"+ M =0 

zu bestimmen, wollen wir die sich für r als Function von M und n in den ve^schi^ 
denen Bereichen gültigen Reihenentwicklungen aufstellen und deren Convergenzgebiete 
bestimmen, wobei uns besonders die Umgebung des Nullpunktes von Af, des Wertbes 



M = — , und des unendlich entfernten Punktes interessiren wird. 
n 

Da Af = o die «-fache Lösung r = o liefert, so wird man, um die Entwicklung 

von r in der Umgebung des Nullpunktes von M zu erhalten, aus 

Af = (r" — r"^0(i — ^")"' = ^" — r"^' + ^" — r""' + r'" — r^'^' H 

oder 

Af^ = r(i — r + f- — r""' + r'" — r'-*« -| )% 

wenn 

Af^ = [t 

gesetzt wird, in der Umgebung von (t = o die Entwicklung erhalten 

oder in der Umgebung von Af = o 

r = b^KT + b^\r -^ b^M^ -] , 

worin sich aus der Gleichung 

(p(r, (il) = r(i — r -f r" — r"-* + r" — r"*» -|- . . .y _ ,^ = 

und den durch Differentiation nach p. hergeleiteten Beziehungen 

d<p , d(f dr 

d^'^d7d]L — ^' 

a'y . a> dr d'(f/dry d<fd'r _ 
• dif.^'^^diLdrdii.'^ dr'UiL) '^drdiL' — ^' 

die CoefEcienten in der Form ergeben 

^■ = rr(j^)„=^' *' = T!(57)„=t' •••' 

zu deren weiterer Berechnung die bekannten Recursionsformeln zu benutzen sind. 
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So lange nun die oben für r gefundene, nach positiven steigenden ganzen Potenzen 

von jx. ^ Af * fortschreitende Reihe convergent bleibt, wird man für jeden innerhalb 

des Convergenzbereiches liegenden positiven Werth von M die gesuchten genauen 

Graenzen a und ß für die möglichst grösste Einschränkung des Convergenzringes finden, 

I 
wenn man in diese Reihe den reellen positiven Werth von Af " einsetzt, da a und ß 

die einzigen reellen und positiven Lösungen der von dem Factor r — i befreiten 

Gleichung 

r«*«_(M+ i)f*-f-M=o 
sind. 

Es bleibt somit zunächst die Frage zu erörtern, wie weit sich der um den Null- 
punkt von M gelegte «-fache Convergenzkreis für die Reihe 

j_ 1 i. 

f = M" +i,M" +*3M" + ... 

erstreckt, oder welches das weiteste um den Nullpunkt von M, welcher ein w-facher 
Verzweigungspunkt von r ist, gelegte Kreisgebiet ist, in welches keine weiteren Ver- 
zweigungspunkte der Function r von M, oder wenigstens keine mehrfachen Punkte 
^treten, insofern man diese Frage wieder nur mit Hülfe von Anwendung der be- 
kannten Einschränkung der Lösungen einer Gleichung auf ein Kreisringgebiet beant- 
wonen kann. 

Da aber die mehrfachen Lösungen der Gleichung 

/(r, M) = r"*' — (Af + i)f- + M = o 
die Gleichung 

')efriedigen, so werden sich die Werthe von M, für welche r mehrfache Lösungen besitzt, 
^ die Wurzeln der Gleichung 

ergeben, zu denen sich die mehrfachen Werthe von r durch den Ausdruck bestimmen 

land es soll nun mittels jenes Abgraenzungsatzes das Gebiet bezeichnet werden, über 
'Welches hin sich diese Werthe Af, für welche r mehrfache Lösungen annimmt, erstrecken. 
Setzt man die oben für M gefundene Gleichung in die Form 

Af--' + (n + i),M" + (« + iXAf*-' H h (« + 0-.^ 

+[(« +.1). - «(^y""i^^ ' -=- 

so werden, wenn der grösste der absolute 

h («+0.. («H-O.» («-I-I'» 
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mit q bezeichnet wird, die Werthe j^ und y+i, von denen der eine kleiner, der 

andere grösser als die Einheit ist, die Radien des um den Nullpunkt von M gelegten 
Kreisringes angeben, in welchem sämmtliche anderen Wenhe von M ausser dem Null- 
punkt liegen, welchen mehrfache Werthe von r entsprechen, also gewiss auch sämmtli- 
che Verzweigunspunkte sich befinden. 

Nun ist aber leicht ersichtlich, dass — von « = 2 abgesehen — unter den oben | 
bezeichneten Zahlen j 

da I -^ — ) > 2; es ist aber andererseits 



oder 
da 



(^)"-<" 



2 



+^<'+ir+7r+-+ïT<^['-(T)l 



n ' 1.2 n ' 

ist; nur die Fälle n = i und « = 2 werden jene für die beiden Coefficienten auf^ 
stellte Ungleichheit ni 'ht befriedigen, und die grösste Zahl jener Zahlenreihe die Wcrthc 
2 und - annehmen, so dass in diesen Fällen, deren besondere Behandlung aber kein 
weiteres Interesse hat, die Radien der inneren Convergenzkreise durch — und ^, die 
der aeusseren durch 3 und -^ gegeben, also jedenfalls < — , resp. > n sind. 

Da nun die BinomialcoefEcienten in der obigen Zahlenreihe bis zum mittleren hin 
wachsen und dann wieder abnehmen, so wird die grösste Zahl in jener Reihe 

wenn w = 2v, ^ = (2v-|-i)^ und wenn n = 2v-|-i, ^ = (2 v -[- 2)^^^ 

sein, und es werden daher sämmtliche mehrfache Lösungen — von Af=o abgesehen — 
innerhalb des von den Kreisen mit den Radien 

und i+(2v+i),, resp. , , .,J , ,x und i4-(2v + 2)^,, 



i+(2v + iX ' » V- » '^v, '^-r. j+(^, + ,)^ 

welche < — , bez. > 2 n sind, begraenzten, um den Nullpunkt gezogenen Ringe 

liegen. 

Die oben für r als Function von M gefundene Reihe 

JL X 1. 

wird somit jedenfalls für alle positiven M convergent sein, welche unter —r— B*8^ 
und für diese Werthe von M wird daher mittels dieser Reihe, der Werth von « !«• 
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hnet werden können, für welchen 

rd, oder welcher den Radius des um den Nullpunkt beschriebenen Kreises angiebt, 
»r den hinaus sich die Lösungen der gegebenen Gleichung 

a^x" + ö.x"-* H f- a^_^x + ö. = o 

ht erstrecken, wobei wiederholt werden möge, dass der Convergenzbereich der Reihe 
r nur durch die Abgraenzungsnierhode mittels eines Kreisringes festgestellt werden 
Ite. 

Sei z. B. die kubische Gleichung gegeben 

en Lösungen — ^, — y» "hy ^^^^j ^^ würde der höchste absolute Betrag der 

hlen 

_i^ ji_ f_ 

äö ' 64 ' 1280 

: den Radius des aeusseren Kreises des Ringraumes für die Lösungen nach der 
sprünglichen Abgraenzungsmethode den Werth Af-}-i=~+i=^ liefern ; wol- 
1 wir aber die engste obere Graenze angeben oder x bestimmen, so würde, da «=3 
50 V = I und 

Af = - — <^ — i <C — also kleiner als — = — 

20 ^ I + 4, ^ 7 n 5 

t, der Wenh a durch die Reihe 

•stimmt werden, für welche mittels der oben bezeichneten Recursionsformeln sich die 
^erthe der Coefficienten 

>eben, und somit a den Werth annehmen 

a = 0,368 + 0,045 + 0,050 + 0,009 + • • • = o>472 < ^ , 
sicher den Radius des engsten, um den Nullpunkt gelegten Kreises darstellt, innerhalb 
ssen die Lösungen der kubischen Gleichung liegen ; a liegt somit zwischen - und ^ , 
R(r^ für r = j^ positiv, für r = ~ negativ wird, w^ährend das bekannte Abgraenz- 
igsgesetz die viel weitere Graenze ~ liefert. 

Für alle Werthe von M < — , welche die oben für grade und ungrade n ange- 

benen Graenzen nicht überschreiten, würde also die nach Potenzen von M" fort- 
ireitende Reihe den gesuchten Werth von x liefern ; für diejenigen Werthe von M 

loch, die, wenn auch kleiner als — , über jene Graenzen hinaus liegen, würde nur 

ittels der Abgraenzungsmethode nicht auf die Convergenz der Reihe geschlossen wer- 
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den können, und somit für das Intervall der Werthe von M zwischen 
und — , resp. r~p ; — ^ und 



I+(2v+lX 2v' ^- i+(2v + 2),^. 2V + I 

die Methode für die Berechnung des Werthes a noch einer weiteren Ergänzung ht 
dürfen. 

Wir wollen jedoch zunächst auf die Bestimmung des Werthes ß für die WctAc 

von My welche grösser als — sind, übergehen und zu dem Zwecke die Entwicklung 
derjenigen Lösung r der Gleichung 

r--' — (Af+ i)f" + Af =o 
in der Umgebung des unendlichentfernten Punktes M aufstellen, welche selbst unendBck 
wird. 

Setzt man in diese Gleichung 

r = — , Af = — , 
? [^ 

so ergiebt sich aus 

oder 

?(Pj I^) = P + P' + P' + — f- P" — f^ = o 
für fi. = o die einfache Lösung p = o, und es folgt somit, da durch DifFerenriaiioD 
dieser Gleichung vermöge der bekannten Recursionsformeln sich die Werthe 

ergeben, welche erst vom n*'" Differentialquotienten an von n selbst abhängen, die um 
[A = o gültige Entwicklung von p 

p = ;;. — ja' -I- (/.5 _ 1^4 ^ j^S _ . . . 

oder in der Umgebung von M = oo die Entwicklung der einfachen Lösung r=oc 

der obigen Gleichung in der Form 

r-' = M'' — M" + Af-5 — M-^ H 

oder 

f = Af(i - M-' + M'' — M-' H )-', 

welche Reihe um M = oo für r = oo convergent ist. 

Um nun den Convergenzbereich derselben festzustellen — und zwar wieder nur 
in so weit, als es sich mit Hülfe der wiederholt benutzten Abgraenzungsmethodc ßr 
die mehrfachen Lösungen ermöglichen lässt — müssen zunächst diejenigen Werthe von 
u. untersucht werden, für welche die Gleichung 

und die nach p genommene Ableitung 

(« + Op"-(i* + = o 

gemeinsame Lösungen besitzen, also die Wurzeln der Gleichung 



(j,_^,y-_„^!L±iy^V" = 
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er 



(.-_[^„(!L±iy''_(„-{-x),J^--|-(„4.iX,.--+ ... +1=0. 

Die mehrfachen Punkte u. liegen somit ausserhalb eines mit dem Radius — j — 

1 den Nullpunkt von (a gelegten Kreises, worin q den grössten der absoluten Beträge 
: Zahlen 

rstellt, also die mehrfachen Punkte von M innerhalb eines Kreises, der um Af = o 
t dem Radius j' + i gelegt ist, worin ^ + i nach dem Früheren für w = 2 v und 
= 2 V -[- I durch die Ausdrücke 

i+(2v+i), resp. i + (2v + 2X^,, 

îlche grösser als n sind, gegeben ist — was mit dem oben gefundenen Radius des 
eises übereinstimmt, welcher die aeussere Begraenzung des Ringraumes bildete, in- 
rhalb dessen sich die Punkte M befanden, welche mehrfache Lösungen der Gleichung 

r-'_(M + i)f" + M = o 

ferten. Es wird somit die oben aufgestellte, nach negativen ganzen Potenzen von M 
tschreitende Reihe jedenfalls convergent sein innerhalb eines Kreisringes, welcher 

jraenzt ist von dem um den Nullpunkt von M mit dem Radius ^ -f" ^ !> — gezo- 

len Kreise und dem unendlich grossen Kreise, ß somit für jeden positiven reellen 
enh von M bestimmt werden können, der zwischen j' + i und 00 liegt. 
Sei z. B. die biquadratische Gleichung gegeben 

jc* — x' — 27 X* -f" 25 ^ + 5^ = ^> 
•en Lösungen — 5, — i, 2, 5 sind, so würde, da der grösste absolute Betrag der 
hlen — 1, — 27, 25, 50 Af=5o ist, sich zunächst als Graenze für ß, welches 
ischen Af und Af -f- i, also 50 und 51 fällt, Af -}- i = 51 ergeben. Wendet man 
ner das oben zur angenäherten Berechnung von ß benutzte NEWTON'sche Annähe- 
igsverfahren an, so erhält man aus der Gleichung 

f^ — 5ir* + 50 = o 
ch der früher aufgestellten Formel als erste Annäherung für ß 

r = 50^999992609. 
Da aber M = 50 und n grade, wobei v = 2, so erstreckt sich der oben be- 
ichtete concentrische Kreisring von M = 00 bb Af = ^ ""^ — 11, so dass 
= 50 innerhalb desselben liegt, und daher der p ^n 
twickelten, nach negativen Potenzen von Af for 
^rden kann. Setzt man 

r = Af+i+*,Af-*+^ 

RmU, Gir«. MëUm. Fëkrmo, t. XXVI (a» ««m. ifti 
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in die Gleichung 

r^ _(M+ i)r^ + M = o 
ein, so ergiebt sich 

*. = o, *a = o, *j = — I, *^ = 4, ..., 

und die nach negativen Potenzen von M fortschreitende Reihe lautet danach 

f = Af + I — Af-' + 4M-^ H 

und liefert für Af = 50 den Werth 

ß = 50,99999264. 
Die Bestimmung der reellen positiven Lösungen a und ß der Gldchung 
r"-'_(M + i)f- + M = o 
ist somit ermöglicht für solche Werthe von M, welche zwischen o und 



für diejenigen, welche zwischen 9 + 1 und 00 liegen, worin 

fürn = 2v, ? = (2v + iX, fürn = 2v + i, j = (2v + 2),^, 

ist, und es erübrigt somit nur noch zur genauen Abgraenzung der Lösungen irgend 
einer algebraischen Gleichung die reellen positiven Lösungen der oben bezeichneten 
Gleichung in r und M für den Fall zu bestimmen, cfass M zwischen den Graenzen 

p— und ? + I liegt. 



Die Gleichung zwischen r und M besitzt für M = — die Lösung i doppelt, da 
r einerseits für jedes M den Werth i annimmt, andererseits die erste Ableitungsgleichung 

(« + i)f" - n(M + i)r"-' = o, 

aber nicht mehr die zweite, ebenfalls für Af = — durch r=i befriedigt wird, und es 
wird somit r — i in der Umgebung von Af = — als eine nach positiven ganzen Po- 
tenzen von Af fortschreitende Reihe sich darstellen lassen. 

n 

Setzt man in der Gleichung 

r«^'_(M4-i)f-4.Af = 

Af = [x4--i-, f = p-fi, 
so ergiebt sich 

(p + ir' = (f*+-^ + i)(p + o" + (f' + -^) = o 



woraus 
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oder, wie leicht zu sehen, in der Umgebung von p. = o, p = o 

^=^'+v[(" + o.-^",-t(("+')--^"-)>+ 

und hieraus wieder wie oben mittels der Recursionsformeln 

J_(dp\ _ 2n _L/^'P\ 2n\n — i) 



3.1sO 

CDder 



_ 2n 2n^(n — i) ^. 



' = - + =rTT(«-i)-f<'— Hirf.)"(*'-^)"+- 

folgt. 

Um nun wieder — und zwar nur mittels jenes Abgraenzungsatzes — einen be- 
stimmten Bereich für die um M=: — herum convergirende Potenzreihe festzustellen, 

werden wir die Werthe von ja zu suchen haben, welchen mehrfache Werthc r der 
Gleichung 

entsprechen, die also zugleich der Gleichung genügen 

i.n+ iV -»{v- + ^ + ^y-' =0; 

da aber r nur für p, = oder für M =o verschwindet, und dieser Fall nach dem 

Früheren hier auszuschliessen ist, so wird sich aus der zweiten der obigen Gleichungen 

'= — ^+1 — 

ergeben, und somit die erste derselben die gesuchten Werthe für »x als die Lösungen 
der Gleichung liefern 

(^+iH-r-«(^)">+T)=<'. 

oder, da die Coefficienten von (x* und pi.° verschwinden 

f*"*'+(«+o.("4^)i^-+(«+ix(^7'""''+---+^"+^^--'("4^y''*-° 

und durch Division mit pi' 

i*-+(«+o.(^)!^-+(«+o.(^)V-'+-+(«+o.-.(^)""=o. 

Um die unterste Graenze für diese Lösungen und zwar wieder wermöge des Ab- 
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graenzungsatzes zu besümmon, haben wir die Quotienten 



zu bilden und den grössten Wenh q derselben zu bestimmen. Da aber der Zähler 

^ ' ^*\ n / 1.2.5. ... a V w / 

des (a -{- iy*° Gliedes aus dem Zähler 
(n 4. i>i /^ + ^ V"' - (n+i)n(n-i)...[n + i-(a-2)] /n + i\- 

c« + ^)--^ \—ir) - 1.2.5. ... (a-i) V~7r; 

des a**" Gliedes sich ergiebt, wenn man letzteren mit 

«-j-i — (a— i)«-|"i 
a n 

multiplicirt, so werden die Zähler, also wegen Gleichheit des Nenners auch die Brüche 
so lange wachsen, bis dieser Ausdruck anfängt ein ächter Bruch zu werden. Ist nun 
n = 2v, so geht derselbe über in 

2v-|-i — (« — i)2v-|-i 
a 2v ' 

wird für a = i, 2, . . . , v -|- i grösser als i und erst für a = v -(- 2 anfangen 
acht gebrochen zu sein, so dass für « = 2v der grösste der obigen Brüche 

ist, während sich für « = 2v -f- 1 

C2v-{-2J,,.^^^_^ J _ (2V + 2X,. 

ergiebt, und daher die nach positiven ganzen Potenzen von (x fortschreitende Reihe 
für p für alle reellen Werthe von u. convereirt, welche zwischen ; — und A r- 

^ Î. + I ^y. + ï 

hegen. ^ 

Es wird somit die oben aufgestellte, nach positiven ganzen Potenzen von Af 

fortschreitende Reihe für r für alle reellen Werthe von M convergiren, welche: 

für n = 2 V, zwischen 



2V 



+ (2V+IX Uv + l/ 



OBER DIE A6GRAENZUNG DER LÖSUNGEN EINER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG. 357 



- + 



■^ (2V + IX v^v + i; 

für n = 2v + I, zwischen —1— - ^ ^^ ^ ^^^^^^ ^^ ^ ^ 

^ + (2V + 2X V2V + 2/ 
d 

I . I 



2V+I^ ^ , C2V + 2X^ / 2V+I 
* (2V + 2), \2V + 2 



Die früher gefundene Entwicklung von r nach positiven steigenden Potenzen von 
" galt aber — wenigstens soweit sich die Untersuchung auf die Abgraenzungsme- 

3de stützt — nur für diejenigen Werthe von M <^ — , welche sich von o an für 

n 

e graden n = 2 v — und aehnlich für ungrade — bis 

i+(2v + iX-^«^4v 

•strecken, so dass jene Reihe für alle M von M = M, bis M = — nicht zur Be- 

xhnung von a benutzt werden konnte, während die letztgefundene nach positiven 
anzen Potenzen von M fortschreitende Reihe convergent gefunden wurde für 

e Werthe von M< — zwischen 
n 



2v ' 2V 

tnn 



M, und (- Af, , 

^ (2V+I), \2v+i; 

setzt wird. 

Bemerkt man nun, dass M^ negativ ist für v = 2, 3, 4, 5 während es von 

= 6 an positiv bleibt '), so wird die letztere Reihe für r, wenn v = 2, 3, 4, 5 ist, 



ìj> ') Dl» fikr >r^6 der Ausdruck M, positiv ist, geht daraus hervor, dass wenn die Un- 

* ftOltig ist, — und dass sie fur v = d erfüllt wird. 
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nach positiven steigenden ganzen Potenzen von Af fortschreitend convergent sein 

für alle Werthe von Af, welche sich von dem negativen Werthe Af, bis zu dem 

positiven Werthe 1- M, erstrecken, und somit diese Reihe allein ausreichen zur 

Berechnung der Werthe von x für alle M < — ; anders verhält es sich jedoch ftr 

alle v^6, für welche Af, eine positive Grösse darstellt. Dann wird, da Af,> Af,, 

also 



Af . + — — Af , < — 



ist, für alle Werthe von M <i — > welche zwischen Af, und Af, li^en, — wieder mit 

dem stets gemachten Vorbehalt der Bestimmung des Convergenzgebietes lediglich m 
Hülfe der bekannten Abgraenzungsmethode — die Bestimmung der Grössen a weder 

vermöge der nach positiven ganzen Potenzen von Af", noch vermöge der nach posi- 
tiven ganzen Potenzen von Af foitschreitenden Reihe getroffen werden können- 

und aehnliches gilt für ungrade n. 

Ferner dehnte sich das Convergenzgebiet der nach Potenzen von Af fon- ; 

schreitenden Reihe bis zu dem Werthe f- Af , aus, welcher Werth, da Af , ein ächter i 

Bruch und für alle v X 6 unter — liegt, kleiner als — sein wird '), während das ' 

Convergenzgebiet um den unendlichentfernten Punkt durch einen Ring bezeichnet war, 
dessen innerer Kreis den Radius 

I+(2V+I), = M, 

hatte, und es werden somit wieder für alle Werthe von Af, welche zwischen — f-if, 



2v 



ist, wahrend für das nächstfolgende v die Ungleichheit zu bestehen aufhörte, also 

(2v+')2v .. ■ ( v + 3) / 2V + 2 v^-' ^ ^ , , , 
3.4...(v + 'i) \2v+3; <^^-t' 

ware, durch Multiplication dieser beiden Ungleichheiten sich 

4vj2v^— i) / 2 V (2 V + 3) \*-* 

(v + 2) (2V + 3) ^ l (2 V + i)(2 V + 2) ; . j 

ergeben würde. Nun ist aber die rechte Seite ein achter Bruch, während die linke Seite fur poâmt 

ganze v > 2 grösser als die Einheit ist, und es wird somit für alle v ^ 6 die Grösse Af, posö» 

sein — aehnliches gilt fiir ungrade n. 

») Fur V < 6 wird J- 4. Af , > — , aber jedenfaUs < i. 
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id Af j liegen, die Grössen a und ß weder aus der nach Potenzen von M , 

)ch nach der nach Potenzen von M~' fortschreitende Reihe berechnet werden können. 
Um die Bestimmung der Grössen a und ß, deren Werthe die engsten Abgraen- 
ngen der Lösungen der Gleichung 

^o^" 4- ^.^""" + h ^.-i^ + ^n = o 

Ferten, für die beiden fehlenden Intervalle der M- Werthe zu treffen, hätte man 
r einen ausserhalb dieser Intervalle gelegenen Af-Werth zu wählen, aus einer der 
den gültigen Reihenentwicklungen den r-Werth zu berechnen und nun r in der 
ngebung dieser Werthe in eine Reihe zu entwickeln, deren Convcrgenzbereich sich 
in in die beiden fehlenden Intervalle hinein erstrecken wird. Da aber die solchen M 
gehörigen Werthe von r vermöge der obigen Reihenentwicklungen auch selbst schon 
m Grade n der Gleichung abhängen, so wird die zur Berechnung der a-und (i- Werthe 
fzustellende Reihenentwicklung complicirter sein als die oben durchgeführten und 
h daher für die Anwendung weniger brauchbar erweisen. 

Heidelberg, den 9. Mai 1908. 

L. Koenigsberger. 
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ÜBER DEN RANG DER SYLVESTER'SCHEN UND DER BEZOUT'SCHEK 

DETERMINANTE. 

Von 6eorg Pick (Prag). 



Adunanza del 14 maggio 1906. 



Der Rang der SYLVESTER'schen Determinante 5(/, ;) zweier Formen /, ^ von da 

Ordnungen m, n ist meines Wissens zuerst von Capelli ') exakt ermittelt worden, 

und zwar als die Zahl 

m -{- n — p 

wenn p die Ordnung des grössten gemeinsamen Teiles der beiden Formen bedeutö. 
Für dieses Resultat soll hier ein sehr einfacher Bewxis gegeben werden, der von Sâtzta 
über die SvLVESTER'sche Determinante nur den einen voraussetzt, dass S(J, g) ym 
Null verschieden ist, wenn /, g ohne gemeinsamen Teiler sind. 

Ein ähnlicher Vorgang soll dann auch zur Ermittelung des Ranges der BEZOur'scba 
Determinante benützt werden. 



I. 

Zwei Formen /, g mit dem grössten gemeinsamen Teiler w kann man stets in 

die Gestalt 

f=<f.iù 

g = ij;.co 

bringen, wo <p, ^ Formen ohne gemeinsamen Teiler sind. Es sei ausführlich geschrieben 

? = «o< + «x^"'^, H f- %< 

+ = ßo< + p,^r^. + -- + pv^: 

also 

Ermittelt man durch Ausführung obiger Multiplikationen die Koeffizienten von / ^i 



') A. Capelli, Sulìa matrice di Sylvester per la risulianU di due fwK(iom ùiÊtrê fDîese Reni' 
conti, t. XXIII (1° semestre 1907), pp. 130-136]. 



Ober den rang der sylvester^schen und der bezout^schen determinante. 
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und bildet aus ihnen die Matrix von S(J, g\ so fällt in die Augen, dass diese als 
s Produkt der beiden folgenden Matrizen (m -{- « — p, m -\- ri) dargestellt werden 
an : 



Yo o o 

Yi Yo 

Yp Yp-, • • • Yo o • • • 

o Yp • • • Y. Yo • • • 

o o o Yp 



«0 *■ • • • 

a„ . . . 


«^ ... 


. . 

ßo ß. • • • 

ß„.. 


• «0 «, . . • S 
{i. . . . 

• ßv-, ßv • • 


. . 


• . ßo • • • ßv 



, M,= 



) in Afj m a-Zeilen und n ß-Zeilen enthalten sind. Somit ist der Rang von S(/, g) 
chstens gleich (m -f- ^ — p)- Er ist aber genau gleich dieser Zahl. Denn unter den 
-f- « — p) zeüigen Determinanten sowohl von M^ als von M^ befinden sich von 
lU verschiedene. Die beiden Determinanten, welche entstehn, wenn man aus Af^ die 
>ten p a-Zeilen bezw. die ersten p ^-Zeilen unterdrückt, haben (bis auf das Vorzeichen) 
enbar die Werte 

PS.5((p, ^) bezw. <.S(9, +) 

id von diesen muss wenigstens einer von Null verschieden sein, weil a^, ß^ nicht 
îichzeitig verschwinden können, ohne dass 9, ^ gegen die Voraussetzung einen ge- 
einsamen Teiler (x^) erhalten. Ist anderseits der erste nicht verschwindende Koeffizient 
in û> y^ , so befindet sich unter den Determinanten von M eine, die sich auf ihr Dia- 
inalglied yj»-*-"-? reduziert. 

Die Überlegung gilt auch noch in jenem Grenzfall, wo die SvLVESTER'sche De- 
•minante von 9, i^ nicht mehr existiert, nämlich wenn beide diese Formen nullten 
ades sind. Man hat dann nur oben statt S (9, ^) einfach Eins zu schreiben. 



n. 

Nach Cayley erhält man. die Elemente der BEZOur'schen Determinante zweier 
irmen /, g von der nämlichen Ordnung n 

B(Jy g) = kJ rfe, * = o, I, ... (n-i)j 

s der Identität 

K(J, g) = /(^)g(p-/(pgW =Xa,,xr^-'xX-^-%. 
enn nun wieder 

setzt wird, so hat man 

Rmi. Ort. MëUm, PmkrwM, t. XXVI (a» sem. 1908). — Sumpato U i) giugno iftÊ, 
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ist also 



Ki9A) = l»n<-'-'<Vr'-'V,. 



*,» 



mit V -[- p = «, so erkennt man, dass 5(/, g) aus 5(ç, ^) entsteht, indem man die 
Matrix von 5(<p, ^) zweimal hintereinander mit der Matrix (n — p, ri) 



M = 



Yo o 
Y. Yo 



o 
o 



in richtiger Weise komponiert. Bei der ersten Komposition entsteht dabei selbst eine 
Matrix (« — p, n); die Determinanten (n — p)-ten Grades derselben sind alle Produkte 
von 5(<p, ^) in die verschiedenen (« — p)-zeiligen Determinanten von Af ; da die 
letzteren sicher nicht sämmtlich verschwinden '), und B(ç, ^) als Resultante tdler- 
fremder Formen von Null verschieden ist, enthält die intermediäre Matrix (« — p)-zci]igc 
von Null verschiedene Determinanten. Ihre Komposition mit Af liefert also B(J^§) 
als eine n-T^eilige Determinante vom Range (« — p). 

Auch hier ist die gegebene Ableitung noch beweiskräftig für den Fall, dass ?, ^ 
nuUter Ordnung sind ; man wird aber das diesfällige Resultat lieber direkt dem Um- 
stand entnehmen, dass dann K(Jj g) offenbar identisch verschwindet. 



Prag, den lo. Mai 1908. 



Georg Pick. 



') Vergi, das in I. über die Matrix A/, Gesagte. 
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DETERMINAZIONE DEL COEFHCIENTE GENERALE 

NELLO S\UUPPO IN SERIE 

DELLA RADICE DI UN'EQU.\ZIONE ALGEBRICA. 

Nou di Alfredo Capelli (Napoli). 



AàaaMatM ad tf p-gvo ifot. 



Per calcolare quel ramo di ^ (funzione delle variabili indipendenti />o, />, , . . . , p^) 
efinito dall'equazione algebrica: 

O K+/'o) + («.+/'.)ì + («,+P,K+---+(«.+/'.)f = 

he per p^=i p^= . • • = ^^ = o assume il valore w radice, semplice e finita, dell'e- 
]aazione : 

*(0 = ^o + ^.ì + ^,ì' H 1-^.1 = o, 

si ha, come è ben noto, uno sviluppo in serie di potenze, convergente per valori abba- 
stanza piccoli dei moduli delle />«> ^, > • • • />,^ *^he si può sempre mettere sotto la forma: 

w < ^ ^ g^^i ^\ , _ gc^ ! ^o.«p. .'«^o ^' • • • n , 

dove s'intende per brevità: 

« = «o + «. + h\ 

t la somma va estesa a tutti gli infiniti sistemi di valori interi e positivi (o nulli, ma 
lon tutti nulli) degli esponenti a^, a^, ... , a^. 

In questa Nota mi propongo di dare l'espressione di un coefficiente qualunque 
^a 9 .9 ^" funzione delle a^ , a^ , . . . , a^ '), sotto la forma polinomiale : 

-^« « « = y ^ , ., , ' r— i By Î 5 ^ì° ^^ • • • ^^" 

«o>«P-*«ii r- ^ ! X ! ... X ! V*i'->« o » " > 

X<a '^o • '^i • • • • w • 

love s'intende per brevità : 



') Quest'espressione non difTerìsce sostanzialmente da quella da me già annunciui.<i, senza dimo- 
»razione, nella Nota : SuUa risoluzione geniale delle equazioni algebriche per meno di sviluppi in serie, 
^ou III* [Rendiconto dell'Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche (Napoli), serie III, voi. XIII 
[1907), pp. 342-347 (fase. 12 : dicembre 1907)]. In detta Nota ho espresso bensì il coefficiente generale 
lello sviluppo in funàone dei coefficienti di un'equazione trasformata ; ma non sembra cosa facile de- . 
durre dalla formola ivi trovau l'espressione, di cui qui ora si tratta, composta direttamente coi cocfi- ^ 
denti della equazione data. 
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e dove la sommatoria s'intende estesa a tutti quei sistemi di valori interi, positivi 
nulli, delle \y ^, , . . . , \ pei quali : 

Dimostreremo che il coefficiente B^-^ ^ ha il valore: 
essendo : 



I. 

1. Il calcolo del coefficiente generale ^, , „ equivale al calcolo di un int^ak 
definito, in virtù della formola, facile a stabilirsi ') mediante noti teoremi della teoria 
delle funzioni di variabile complessa : 

(4) <.. .,.=y^-//pwrj^ 

in cui è come sopra: 

« = «o + «. + «a+ ••• +^> P = «. + 2«, + 3«, + ••• +Ä«. 
ed (ca) è un cerchietto, da percorrersi nel senso positivo, che ha per centro il punto 
[ = (a del piano rappresentativo della variabile complessa :^. 

È tuttavia preferibile, per lo scopo cui ora miriamo, di partire, anziché da quest'in- 
tegrale, dall'integrale che rappresenta la somma P^ di tutti quei termini dello s\iluppo 
(3) che sono del grado a nelle p^y p,j •••?/>„• Questo secondo int^rale si deduce 
facilmente ^) dall'integrale (4). 

Se si pone per brevità: 

(5) HÛ=Po+p\l + P^l'+ ••• -hPXy 

si ha: 

•"■ =^..S... .>;'... .., -'•.• -Jt-pv ■pi-= ^?X[=(or[»(ör'(- 

2. Eseguendo la trasformazione: 

(7) ^ = C + 6. 

la (i) si cangia in : 

(8) a + ?o) + (*. + ?.)^ + ìk + 9ù^' +•••+(*.+ 9.)^' = o, 



^) Sulla risoluiwne generale delle equa:(ioni per mei^o di sviluppi in serie [Rendiconto delTAcodcoii 
delle Scienze Fisiche e Matematiche (Napoli), serie III, voi. XIII (1907), pp. 192-199 (Fase 5-7: magp^ 
luglio (1907)]. 

3) Sulla risolu:^ione generale delle equaiiorU algebriche per me^o di svUuppi tu Sèrie, Nola II I?Cfr 
diconto dell'Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche (Napoli), sene IH, vqL XHI (190^ 
pp. 289-294 (£asc. 8-1 1: agosto-novembre 1907)]. j 
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dove : 

(9) *o = 0, *, = ^e^P^(a>) (p = i,2....,n) 

e 

(io) q, = ä(a>), 9p = jï ^'^' W (p = i, 2. . . . , n). 

Poiché <«> era radice semplice di 8 Ç^) == o, è chiaro che zero sarà radice sem- 
plice dell'equazione: 

ö.(0 = *o + *.^H |-*«^" = o (^07^0,^ = 0); 

cosicché lo sviluppo da noi cercato, fatta la trasformazione di ;{^ in C mediante la (7) 
e delle p nelle q mediante le (10), si ridurrà allo sviluppo, secondo i monomii delle 
ìo> 9i> ' " y ?») ^^ V^^^ ^^^^ ^y ^^''^ funzione ì^ delle y^, q^^ . . . , j^^ definita dall'e- 
quazione (8), che per q^i= q^ = ... = y^ = o assume il valore zero. 

3. Poiché la trasformazione delle p nelle q non é che una sostituzione lineare 
omogenea, é chiaro che la somma di tutti quei termini del nuovo sviluppo, che sono 
del grado a nelle q^y 9,, ..., y^, coinciderà, in virtù di tale sostituzione, colla somma 
analoga del primitivo sviluppo, cioè con P^j. 

Possiamo dunque anche scrivere, applicando la (6) al nuovo sviluppo : 

dove ora: 

(II) ^XO = K-^Ki-\---'+Ki% ^XO = ìo-hq.i-\-'-'+qX. 

Siamo cosi condotti al calcolo dell'integrale (6'). 



U. 



4. Posto per brevità: 

ed inoltre 
possiamo scnvere: 

'• = ^:^ ^X ''«t*. + 'W]-'-^"" 

e quindi, essendo ^, ^ o, se il raggio del cerchietto sta stato preso, come è lecito rite- 
nere, abbastanza piccolo perchè in ogni punto della sua circonferenza sia 

mod?(0<^, 



anche: 



^•~(a— i)ld*f-'' 



_ (- ly-' *•- 
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ossia: 

Finalmente, riflettendo che, per essere 9 (jO divisibile per :(, l'integrale nd secondo 
membro è nullo per k'^Ty ed introducendo, per ragione di brevità, il simbolo di po- 
tenza fattoriale ♦) : x"* = x(x + i)(x -(- 2) ... (jc -j- w — i), vediamo che si ha 
semplicemente : 

(■3) '^=(J;^^y^ì■^- o'^2^- j>'«-^«-^'^- 

5. Poiché: 

possiamo anche scrivere: 

e sviluppando la potenza del binomio : 

ed eseguendo negli integrali la trasformazione :( = p — w : 

'• = AI [(» + ■)'='Z(- ■)'*:' ( Î )//«.»:(0.fe - ")*^^4 

III. 

6. Posto per un momento : 

si ha dall'ultima formola trovata : 
(a -i)!ì:/, = !*-■- {/„ 

+^'-=^[(:)''.+{;)'';+(:H 
+.-[c;>.+('7*)''.+-+(:-:)''4 



♦) Per m = o si deve intendere x° = 
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cioè: 



=l[o+.)-( i )^^+'f-fV)+i^+,rft) +■■■+ ''^'{rìy 



e finalmente per una nota formola ^) : 

7. Si ha dunque, rimettendo per U^ la sua espressione : 

d*onde per le (6)' e (12): 

(.4) ''. = ì5V!l^|f^7/W-'(tì.("-o— V, 



IV. 

8. Isolando nel secondo membro di (14) il coefficiente di />ô°, />*', • • • > /'«"j ^^ 
ne deduce pel cercato coefficiente A^ ^^ ^ l'espressione : 






dove al solito si è posto : 

Sviluppando la potenza 6^(:(), e posto per brevità: 
SI ha: 

. '(«) Xo-f-^l^-X A^ ! A/. ... À^ ! J^^j (co — lY^'' 

Quindi si può scrivere (come nell'introduzione): 



X.^^'dK 






,1.«^«'' ••• «i". 



fi) La formola 

tr_l_ ^7 _ì_ _1_ «r — 

■ + 



' ' ' r+ I 
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dove ora X si deve intendere come una semplice abbreviazione 

cosicché la sommatoria va estesa a tutti i sistemi di valori interi, positivi o nulli, delle 
\j ^i ) • • • j \ soddisfacenti la condizione : 

e dove : 

B = ^r**"^' _ (g - -kf^^ r ^ ^i^di 

K.K-.K 2%i\\a\ (« + X) J,„, (w — x)'*^ ' 

Poiché ora: 

si conchiude, tenute anche presenti le (9), che : 

^■^' ^- ~ ^ ^ [e'(<-)r"^ \a + X - I ; (g + X) g ! X r 

Giungiamo così appunto alla formola data nella introduzione, poiché non è diffi- 
• eile di riconoscere che : 

(g_— X^ _^/g + X — iW 2a — 1 \ 
(g + X)g!X!~~ X V ^— i M« — ^ — i/ 

Napoli, giugno 1908. 

Alfredo Capelli. 
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PER L'UNIFICAZIONE DELLE NOTAZIONI VETTORIALI. 

PROPOSTE DI 

C. Bupali-Fopti (Torino) e R. Marcolongo (Napoli). 
Nota V ed ultima '). 



Adunanxa del 14 giugno 1908. 



§ X. — Insufficienza del sistema minimo. 

Nelle Note precedenti abbiamo già spesso accennato ad alcune insuflScienze del si- 
stema minimo. In questa V* ed ultima Nota vogliamo trattare la questione sotto un punto 
di vista generale e accennare quindi ai metodi più ampi di calcolo geometrico mecca- 
nico. Tali accenni serviranno sempre più a far risultare la razionalità e la necessità delle 
notazioni proposte negli articoli precedenti. 

33. Consideriamo una forza ; qualunque sia la sua definizione fisica, è una fun- 
zione del punto di applicaT^ione P e di un vettore ti, che individua la direzione, il senso 
e la grandezza della forza. Questi due enti, punto e vettore, di cui la forza è funzione, 
si comportano in modo del tutto diverso a seconda che la forza è applicata ad un corpo 
non rigido o ad un corpo rigido. Nel primo caso, gli elementi P ed t^ sono esstnxiali, 
non accidentali, per individuare la forza; nel senso che non può esserci una coppia 
diversa che individui la stessa forza. Quindi qualunque questione di meccanica classica 
relativa a tali sistemi si può esprimere, mediante il sistema minimo, con forma assoluta 
e autonoma. Per es., la condizione necessaria per Tequilibrio, si esprimerà esplicitamente 
cogli elementi P ed ti, in questo modo 

Nel secondo caso invece, dei due elementi P ed u^ u resta perfettamente indivi- 
duato quando è data la forza, è cioè essenT^iale; P invece è accidentale, potendo essere 
sostituito da uno quajunque dei punti della retta condotta da P parallelamente ad Uj 
linea d'azione della forza. Quindi un sistema di forze applicato ad un corpo rigido, è 
determinato indipendentemente dal corpo stesso, potendo sostituire, come si è detto, ai 



*) Vedi la Nota I' in questi Rendiconti, tomo XXIII (i° sem. 1907), pp. 324-328; la Nota II', 
ibid., tomo XXIV (2<» sem. 1907), pp. 65-80 ; la Nota 111% ibid., tomo XXIV (2° sem. 1907), pp. 318-332, 
e la Noto IV*, ibid., tomo XXV (1° sem. 1908), pp. 352-375. 

Rtud, Cire. Matim. FaUrmo, t. XXVI {^o sem. I908). — Sumpato il 14 giugno 1908. 47 
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punti P altri punti rigidamente connessi coi prinìi. E quindi ancora, la condizione auto- 
noma di equilibrio dovrà essere espressa dall' annullarsi di una sola funzione delle for{i 
del sistema e non dalV annullarsi di una o più funj^ioni delle coppie P, te. 

Ma, come vedemmo (Nota IV, 25), il sistema minimo conduce alle due condizioni 

Xu = o, y(,P — 0)/\u = o; 

la prima essen:;iale, ma contenente i soli vettori delle forze che non individuano il si- 
stema; la seconda doppiamente accidentale, contenendo i punti P del corpo, dai quafi 
può farsi astrazione, ed il punto del tutto estraneo e al corpo e al sistema di forze. 
Anche la coppia non può esser data come ente autonomo dal sistema minimo 
(nelle applicazioni infatti mai parlammo di coppia). Infatti essa è funzione del vettore 
P — Q e id vettore Uj puramente accidentali, potendo ad essi sostituire due qualunque 
dei vettori il cui prodotto vettoriale è eguale al vettore momento, cioè 

(P-ß)At*. 

Pari, se non più gravi inconvenienti, si incontrano per le rette, i piani e i loro 
elementi comuni. 

Di una retta a possiamo esprimere un punto qualunque sotto la forma 

A + xiB-Al 
essendo A e B punti arbitrari della retta, x un qualunque numero reale. 
Di un piano a possiamo esprimere un punto qualunque sotto la forma 

A + x(B-Ä)-{.yiC-Ä), 

ove A, 5, C sono punti arbitrari del piano e Xj y numeri reali. Otteniamo cioè punti 
della retta o del piano, ma non già l'ente semplice retta o piano; e di più mediante 
punti, A^ By C, accidentali e numeri, x, )•, del tutto estranei alla questione. 

Inoltre, il punto comune alla retta a ed al piano ß, dipende da a e da ß e non 
può quindi essere una funzione dei punti Aj B t Pj Q, R che accidentalmente à scel- 
gono per individuare a e a. E lo stesso dicasi per la retta comune ai piani non paral- 
leli a e ß. 

Ora, come vengono risolute queste semplici questioni col sistema minimo? 

Il punto comune ad fl e ß è in sostanza espresso come baricentro (Nota H, 7) di 
una delle due forme di prima specie 

\(P-A);\iQ-A)X(iR-^\B-\iP-B)AiQ-B)X(R-B)\A, 

\(Q- R) /^(A - B)XÌQ - A)\P -{-\iR- P) /\iA- B)X(R -A)\Q 
-h\iP-Q)A(A-B)XiP-A)\R. 

La retta comune ad a e ß sarà definita: o mediante due punti, o mediante un 
punto e la direzione del vettore 

i(P-^)A(Ö-^)X(Ä-^)|(5-C)+... 

oppure di questo altro 

\CA-P)AiB-P)XiC-PMQ-R)-\-.-., 
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E queste espressioni, contenenti tutti elementi accidentali, sono inoltre complicate 
e non si prestano certamente ad un calcolo geometrico sempUce, rapido e potente. 

34. Funzioni vettoriali, quaternioni, baricentri. — Facendo dunque uso, come nel nu- 
mero precedente, di tutte le operazioni vettoriali, non è possibile esprimere in modo 
semplice e autonomo le foixe, le rette, i piani. Possiamo aspettarci un qualche aiuto 
dalle funzionì vettoriali del sistema minimo ? Nemmeno, perchè tali funzioni, applicate 
a vettori producono vettori o numeri, e i vettori sono enti ben distinti dalle forze, dalle 
rette; e in un sistema di coordinate lineari, una forza, per es., ha sei coordinate; una 
retta sei coordinate, legate da una relazione; un piano quattro \ mentre un vettore ne 
ha tre solamente. 

Un quaternione è pure una funzione che applicato ad un vettore (del suo piano, 
cioè normale al suo vettore) dà un vettore; anche coi quaternioni adunque ci troviamo 
davanti alla stessa difficoltà. Essi però, come già abbiamo accennato (Nota III, 15) in 
un punto completano U sistema minimo; e precisamente nella composizione delle rota- 
zioni intomo ad assi non paralleli. Ed è subito visto in qual modo "). 

Il vettore a debba ruotare di 29 (radianti) intorno al vettore unitario u. In tale 
rotazione, la componente di a secondo ti, cioè (tiX«)Wj i^oii varia; quella normale 
ad w, cioè a — (a X ^)^> ruoterà di 2<p e quindi diverrà 

a'ja — (aX'w)ti}, 
dove (Nota HI, 14) 

a = cos (p -|- sen <fu /\ ^); 

dunque il vettore a dopo la rotazione detta, sarà divenuto 

a'ja — (a X u)u\ + (ti X à)u; 
cioè un vettore funzione di 9, ti, a; ma che non si ottiene applicando ad a un sim- 
bolo contenente f ed ti (a meno che non sia ti normale ad a). 
Ma se notiamo che 

a~* =: cos 9 — sen 9 ti /\ , 
un fadle calcolo mostra che il vettore precedente è anche eguale a 



^) Completano è vero, ma non sono necessari, una volta introdotte le omografìe vettoriali. Se a 
^ una omografia vettoriale, inv, a = i e a(conga) = i ; allora, supposto diverso da zero il vortice 

<^ a, 9 è una rotazione intomo a detto vortice di ampiezza ({^radianti (9 positivo e non maggiore di ti) 

inv <j ^— I 
^^e che sen 9 = mod vortice ci, cos 9 = — ^ . Il prodotto di due rotazioni è pure una rotazione 

4ella quale facilmente si esprime Tasse, con un calcolo' niente più complicato di quello quaternionale. 
-^nzi la composizione delle rotazioni si fa col prodotto di due funzioni semplici e non con funzioni a 
^iogo, come quelle quatemionali. Cfr. Burali-Forti, Sulle omografie vettoriali [Atti della R. Accademia 
^^elle Scienze di Torino, voL XLII (1906-907), pp. 417-426J. 

3) Precisamente a è un quaternione tale che per i vettori x normali ad ti, è 

a 05 = cos 9 . ap 4" SC" 9 • •* A ^ i 
^^ allora un breve calcolo mostra che 

a*X = OLax = COS29.X-f- sen2 9,u /\ X, 
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secondo che usiamo i nostri simboli (a destra) /\, /\"* o i simboli equivalenti /"', / 
(a sinistra) di Hamilton. Dunque il simbolo a a""* applicato a guisa di giogo al quater- 
nione retto a /\, oppure I'' a, è pure un quaternione retto il cui vettore è precisa- 
mente quello che si ottiene dando ad a la rotazione di 2f radianti intorno ad u. 
Con la notazione abbreviata di Hamilton si scrìve semplicemente 

però non bisogna dimenticare che il significato esatto di tale notazione è quello dato 

dalla forma completa 

/{a(/-'a)a-^|. 

Se ß è un altro versore, anche aß e ßa sono versori; e poiché con la notazbne 
abbreviata si ha 

ßj«««-{r = (ßa)a(a-'.r) = (?«)«(?«)-, 
abbiamo il modo di fare il prodotto di due simboli a, a~' e ß, ß^'; e quindi il modo 
di comporre le rotazioni intorno ad assi non paralleli *). 

Vediamo finalmente che cosa possiamo aspeturci dal metodo dei baricentri di 
MöBius. Li abbiamo dedotti (Nota II, 7) dalle forme di prima specie di Grassmann, ck 
sono o vettori o prodotti di punti per numeri. Dunque nemmeno coi baricentri di 
MÖBIUS potremo trattare sotto forma autonoma delle forze, delle rette e dei piani 

Le quesrioni accennate ricevono invece la soluzione desiderata col sistema di 
Grassmann, di cui ora diremo qualche cosa. 

§ XI. — Calcolo geometrico. 

35. Prodotto alternato, — Dagli enri numero, punto, gii considerati nel sistema mi- 
nimo, e per mezzo di una nuova opera:^one, che oggi chiamasi comunemente fra- 
dotto alternato *), si ottengono nuovi enti che danno, sotto forma autonoma e sempliàs- 
sima, le rette, i piani, i sistemi di for^e applicati a corpi rigidi^ ed il cui algoritmo è 
del tutto simile a quello algebrico. 

Un esame, anche sommario, di tutto ciò, ci porterebbe troppo in lungo e dob- 
biamo perciò rimandare alle opere ove sono studiati tali enti sotto le varie forme che 
accenneremo nei due numeri seguenti ^. Noi ci limiteremo ad un solo esempio. 



4) Nel fascicolo di marzo 1908 del Bollettino dtìT International Association for Promoting Ute Stai) 
of Quaternions, il sig. Macfarlane fa alcune osservazioni riguardo alla notazione u /\ da noi usiQ 
come equivalente alla notazione di Hamilton /""' m, premesse alcune considerazioni su di un certo 
prodotto completo. Le osservazioni generali che si possono fare in proposito sono contenute in una pros- 
sima Nota di C. BuRALi-FoRTi : / quaternioni dì Hamilton ed il calcolo vettoriale, che sarà pubbliata 
negli Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino. 

fi) Grassmann, cui è dovuta, Tha invece chiamata prodotto estemo. 
•) Vedi le indicazioni bibliografiche di ®) della Nota II* e inoltre: 

Peano, Calcolo geometrico, secondo V Ausdehnungslehre di H. Grassmann (Torino, 188S); G5 

munH di Calcolo geometrico; (Torino 1891); Saggio di Calcolo geometrico [Atti della R. Accademii 

lUc Sdcnie di Torino, voi. XXXI (1895-96), pp. 952-975] ; Formulario maUtemoHco (Torino, 1897-1908). 

C. BuRALl-FoRTi, Introduction à la Géométrie différentielle suivant la méthode de H. Grassxaxx 

pH^^ fO—^ mi 41 Geometria metrico-froiettit/a (Torino, 1894). 



^ 
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Se A^ Bj e, D sono punti, con la notazione AB indichiamo l'ente ((prodotto al- 
ternato di A per Bi> e che risulta definito in modo che 

(1) AB = PQ 

soltanto quando: 

i^ Aj Bj Pj Q sono collineari; 

2^ la distanza di ^ da fi è eguale alla distanza di P da Q; 

3** il verso da ^ a fi è eguale al verso di P a 0- 

Tale ente è ben distinto dal vettore B — A perchè (Nota II*, i) da (i) segue bensì 

(2) B-A=Q-P; 

ma, viceversa, da (2) non segue necessariamente la (i), potendo i quattro punti non 
essere collineari. Dunque tale ente è nuovo, cioè non figura nel sistema minimo. E si 
noterà subito che le tre condizioni che definiscono Teguaglianza di AB con P Q^ nel 
modello delle forze applicate ad un corpo rigido, esprimono appunto : la forza avente A 
per punto di applicazione, B — A per vettore, è identica a quella avente P per punto 
di applicalzione, Q — P per vettore. 

Dunque il nuovo ente AB può servire a rappresentare le forze; etc. 

36. Formazioni geometriche di Grassmann e di Peano. — Il calcolo astratto conte- 
nuto neìV Ausdehnungslehre di Grassmann (( que par miracle s'applique à la Géomé- 
trie» ^ è in sostanza Todiemo calcolo delle matrici e dei determinanti con enti ideali 
ad n dimensioni. Nella sua forma originale dà luogo a notazioni pesanti, irte di pa- 
rentesi e, quello che è p^gio, non si libera dalle coordinate ; mentre ha in sé quanto 
basta per dare un calcolo geometrico rapido ed autonomo, applicabile con egual facilità 
sia a questioni metriche che proiettive. Infatti il Prof. Peano nel suo : Calcolo geome- 
trico secondo V Ausdehnungslehre di H. Grassmann, ottiene sotto forma concreta le for- 
mazioni di I*, 2*, 3* specie P^, P^, F^ (le F^ essendo numeri reali, o enti che pos- 
sono sempre mettersi in corrispondenza univoca e recìproca con numeri reali, una volta 
fiissata una F^ non nulla), che sono pardcobri sistemi geometrici da i a 6 dimensioni, 
corrispondenti a quelle di Grassmann, almeno per le proprietà algoritmiche e per le 
applicazioni geometriche. 

Delle formazioni di i* spede abbiamo già dato un cenno fNota II*, 7). Po?>%iamo 
ora dire che le formazioni di i*, 2*, 3* specie hanno le forme simboliche, 

±x,A„ ±x,A,B,, tx,A,li,(:„ 

ove le X sono numeri reali e A^ B^ C punti. Esse rcsuno definite fncdiafitc le a/ndi* 



7) Carvallo, La méAods Ì£ GsASSiiAinc rSr^uvcUct Astnût% Ak Mjtliémat^MCS |* %Mêf' 
(1892^ »• »-371. 
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zìoni di eguaglianza : 

fi tu 

1 I 

soltanto allorché, comunque si fissi il punto 0, rispettivamente si abbia 

±xXA, - 0) A (5, - 0) = £.v,(P, - 0) A (Ö. - O), 

piA, - 0) A (5, - 0) X (C, - 0) = J^,(P, _ 0) A (ß. - O) X (C, - 0> 

Dalle F^ si ottengono tutti i sistemi a 2, 3, ... dimensioni che compariscono nella 
geometria proiettiva; le forze, che sono le F,; e infine le trasformazioni lineari. Si pos- 
sono ancora dedurre tutte \tfun:^oni vettoriali considerate nel sistema minimo (Nota HI, 
16); le omografie proiettive e altre funzioni applicabili in molte questioni di fisica e di 
meccanica e non ancora sufficientemente studiate % 

Sappiamo già che le F, (Nota IP, 7) contengono i vettori. 

St u t V sono vettori e ti v è il bivettore, prodotto alternato di u per v, hfun- 
:(jont indice, |, di Grassmann, applicata ad ti r dà il vettore \(uv) che è identico al 
vettore u /\v. U segno di funzione | è utilissimo, anzi necessario, quando si Indichi il 
bivettore (^coppia) con una sola lettera a; allora \a è precisamente il vettore-momento 
della coppia rappresentata da a. 

Non vi ha contradizione tra l'ampio sistema di Grassmann-Peano e il sistema vet- 
toriale minimo da noi studiato nelle note precedenti. E ciò è importante constatare ^. 



^) L^ultima parte dell'opera più volte citata del Gibbs : Vector Analysis, e precisamente gli ultimi 
tre capitoli, sono dedicati allo studio di queste questioni. Pure Gibbs considera Tente ab (a e ò es- 
sendo vettori) che denomina una diade (dyad) ed è un operatore capace di trasformare un vettore io 
un altro. Questa parte è forse la più originale e la meno conosciuta dell'opera del Gibbs, che ne h 
notevoli applicazioni all'elasticità, al moto dei corpi elastici, etc. 

Cogliamo questa occasione per far notare che le antiche lezioni del Gibbs (le nuove sono state 
scritte ed edite dal Wilson) del 1881-82 [vedi la *5) della Nota II*J sono state ora sumpate nd s^ 
condo volume di: The Scientific Papers of J. Willard Gibbs (New York 1906), vol. II, pp. 17-90,001 
titolo di : Elements of Vector Analysis. 

0) Se a e 6 sono vettori, a{\b) o più semplicemente a\b è un trivettore. Se iì è il trivcttorc 
unitario si ha 

Gli autori tedeschi che seguono Grassmann fanno, di solito, uso della notazione a\b in luogo di 
a X &) rendendo così inutile il segno X • Lo stesso fu fatto in Italia da Peano, Burau, Marcolongo 
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37. Notazioni per il prodotto alternato. — Consideriamo ora le F^ sotto la forma con- 
creta del Peano. Se a è una F^ q b una F, , il prodotto alternato di a per h, vien defi- 
nito in modo da dare una determinata F^^, o F^^,_^ , secondoche r — 5^4 o r4-J>4 *°). 
Tale prodotto è di continuo uso nel calcolo geometrico, proprio come l'ordinario pro- 
dotto in algebra. Vien quindi naturale di scegliere, per indicarlo, la notazione ah^ che 
in algebra è universalmente adottata per indicare il prodotto del numero a per il nu- 
mero h (numeri reali o complessi di qualsiasi ordine); e questa scelta è anche giustifi- 
cata dal fatto che le proprietà del simbolo ab (eccettuata la proprietà commutativa e 
l'annullarsi del prodotto) sono identiche alle proprietà corrispondenti della nota:(ione alge- 
brica universale. 

Lz notazione a b sottintende un simbolo di operazione tra a e b. Peano, nel For- 
mulaire, adotta il simbolo a; scrive cioè a et b in luogo dì ab "). La notazione ab^ che 
oflFre il minimo di scrittura e quindi il massimo di semplicità, ha dei difetti che sono 
comuni a tutte le notazioni che sottintendono il simbolo di operazione (prodotto alge- 
brico, prodotto di un vettore per un numero); difetti che, una volta conosciuti, pos- 
sono esser subito tolti in modo assai semplice : facendo cioè uso nei casi dubbi del 
segno esplicito di operazione, che verrà invece sottinteso nel maggior numero di casi **). 



e altri ; ma questi autori hanno già riconosciuto non potersi identificare i due enti a X ^ e a\by nu- 
smero e trivettore, ed hanno quindi trovato' necessario Tuso del segno X nel primitivo significato di 
Grassmann. Volendo che il sistema minimo non contradica al calcolo di Grassmann, non come può 
essere erroneamente usato, ma quale è, è impossibile conservare la notazione di Gibbs a X & per il 
prodotto vettoriale, anche modificando, come fa il Prof. Prandtl di Göttingen nel suo insegnamento, 
la notazione a.b di Gibbs per il prodotto intemo, in a ob. 
'^ Vedi opere citate in 5). 

'') Se non si volesse far uso di una lettera dell'alfabeto greco, comunemente usato per indicare 
enti soggetti a calcolo, occorrerà introdurre un simbolo nuovo : per es. » . 

'*) Sia X un ente qualunque di una classe U; y un altro ente di una classe T ed Ä il simbolo 
di una operazione che applicata slò x t y produce un altro ente, cioè xhy, di una classe IV. Se / è 
sìmbolo di funzione (per es. a sinistra) che applicata ad y produce l'elemento xh y di fV, allora, qua- 
lunque sia ^, si ha 

fy =xhy', 
Û simbolo di funzione, per le convenzioni solite su tali simboli, risulta cioè identico ad x h. Conveniamo 
ora di sopprimere il simbolo di operazione b ; allora 

fy = xy; 
óob f ed x divengono simboli di funi^ione ed identici ed x rappresenta due enti distinti : un elemento 
di C7 ed una funzione da applicare ad elementi di V per avere quelli di ÌV. Questo è il difetto logico 
della soppressione del simbolo di operazione ; relativo, s'intende, alle usuali convenzioni sui simboli di 
operazione. 

Cosi per CS., se con le notazioni del sistema minimo da noi proposte, / è definita ponendo 

fx = u /\x, 
risulta 

/=t«A. 

ed il simbolo composto u f\ k una omografìa vettoriale, che nel campo dei vettori normali ai u è il 
quaternione retto /"'u. Col simbolo | di Grassmann e l'a di Peano 

fx=\u%X, /=|ua; 
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La notazione [ai], molto usata, i da escludersi in modo assoluto. Ed invero: se 
in questa, ab indica il prodotto alternato di a per i, allora le parentesi sono mutili, 
ingombranti, e rendono illeggibili le forme più complesse; se poi ai non è il pro- 
dotto, allora tutta la notazione esprime una funzione di a e di i e noi abbiamo gii 
visto (Nota IP, 8) che è sempre da escludersi la funzione di due variabili per espri- 
mere un'operazione; inoltre ü simbolo di funzione [ ] è scritto da due parti della va- 
riabile, contrariamente a tutte le universali r^ole dell'algebra. * 

38. Trasformazioni lineari — Intendiamo di accennare solamente ad un caso di tra- 
sformazione lineare che ha notevoli applicazioni in Fisica, rimandando pel resto allo 
studio degli autori citati alla nota ^). 

Sia P un punto variabile in un dato campo; u un numero, o un punto, un 
vettore^ oppure una omografia vettoriale^ funzioni di P. 

La derivata di u rispetto a P, che come al solito è indicata con ^-p, è definiu 

come la trasformaT^ione lineare che, applicata allo spostamento qualsiasi dP ài P, pro- 
duce l'incremento corrispondente du di u; cioè 

con forma simbolica dell'ordinaria notazione di Leibnitz. 
Se, per es., Q ^ un punto funzione di P si ha 

du du dQ 

dP~dQdF' 

sì conserva cioè una formula nota; ecc. 

Se <, Jy k è un sistema cartesiano destrogiro ortogonale, e 



P=0 + xi+yj + :ik; 



du 


f du 


du 


du 


dp~ 


dx 


dy 


ài 




\* 


J 


k 



mentre sopprimendo Vol 

fx=\ux, /=|tt; 
e in tal caso \n ha due distinti significati, rappresenta cioè un bivettore e un simbolo di funiionc. 

Tali difetti non possono però sconsigliare l'uso della notazione semplice a b ; consigliano imtct 
ad avere a disposizione il simbolo (a od altri) di prodotto alternato, per fame uso quando sia necessario. 



si ha, simbolicamente. 



cioè la trasformazione lineare -i-p, applicata ad <, J, k produce rispettivamente t-, 

du du 
d~y' di' 

Sia ora h il simbolo di un'operazione che, applicata ad un ente della specie di » 
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e ad un vettore, produca un ente ben determinato; pongasi 

TT ^^L/ I ^^L • I ^^Ll 

dx * dy ^ OTi 

risulta subito che t7 è un ente che non dipende dal sistema di rifenmento; cioè U è 
funzione di m, P, h soltanto. 

Se tt è un numero, h il simbolo (da sottintendere) di prodotto di un vettore per 
un numero, risulterà t7 = gradw; se poi ti è un vettore e si fa Ä = X oppure ä = /\, 
avremo rispettivamente C7=divw oppure t7=rotw. (Nota III*, 18). Otteniamo cosi, 
con un criterio unico, elementi già noti (funzioni vettoriali) ottenuti con criteri distinti. 

Se fi è una omografia vettoriale, e Ä si sopprime, U risulu un vettore che si pre- 
senta nella deformazione di un mezzo continuo; ecc. 

Torino) . C. BURALI-FORTI. 

Napoüf ^"^"^ '^- R. Marcolongo. 



Xtud. Cirt. Maitm. Pskrm0, u XXVI (i'^ »««. iyf^h ■ ^mf^w il é lu|^i// tf/M 
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ESEMPIO DI EFFLUSSO DA UN RECIPIENTE 
A SEZIONE NON RETTIUNEA. 

Nota di Umberto Cisotti (Padova). 



Adantnia del 9 febbrtjo 1908. 



In una precedente Memoria ') ho esposto un metodo generale per la trattazione 
(in due dimensioni) del problema di efflusso di un liquido da un recipiente di forata 
qualunque, applicandolo quindi al caso di sezioni poligonali, ed approfondendo alami 
problemi particolari "). 

Nella presente Nota considero un caso semplice di sezione non rettilinea. 

La questione si porta facilmente alle quadrature. Gli integrali non sono però espri- 
mibili mediante trascendenti ordinarie. 

Lo divengono in modo notevolmente semplice se ci si limita ad un primo risuluto 
approssimato : se si suppone cioè cosi grande l'apertura Û dell'orifizio, rispetto alla lar- 
ghezza Û, del canale (misurata in un punto assai lontano dall'orifizio) da potersi ri- 
sguardare il rapporto - — - — come quantità di primo ordine. 

I 

Malgrado tale limitazione non credo che l'esempio che presento sia privo d'inte- 
resse : e perchè dalla trattazione di un caso cosi semplice emerge di già la difficoltà di 
avere dei risultati numerici rigorosi, ed infine pel fatto di essere il primo del genere. 



I. Sia <«>(0 funzione dispari della variabile complessa 2^ = $ -|- ^^7 convergente 
entro e sopra la circonferenza |J^| = i. 

Il suo sviluppo in serie sarà della forma 



'(0 = c|;.*.c", 



dove le b^ sono costanti reali, tali da rendere la serie convergente per tutti i valori di 
C per cui è \K\ ^ i. 

In tali condizioni ^) la ca è atta a rappresentare il più generale moto fluido irro- 
tazionale simmetrico attraverso im orifizio. 



') Vene fluenti [questi Rendiconti, tomo XXV (1° semestre 1908), pp. 145-179]. 
^) Cfr., oltre la citata Memoria '), anche la Nota : SulTimpUgo di funzioni ellittiche in una questim 
idrodinamica [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, tomo LXVII (1907), pp. 295-521] 
3) Cfr. la citata Memoria '), § 11. 
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Prendiamo a considerare il caso in cui co è limitata ai primo termine della serie; 
sia cioè 

dove 

Sopra la semicirconferenza i, f, — i si ha 
avremo quindi 



« = b^e'% 



(2) 



da cui, posto co = ^ -|- ÎT, si ricava 

ä = i^ cos ff, 
T ^ b^ sen ff. 

Tenendo presente che ä rappresenta l'angolo che la direzione della velocità di una 
generica molecola fluida, forma colla direzione della vena, e che t è il logaritmo natu- 
rale del valore assoluto della velocità del liquido in un generico punto ♦), dalle (2) si 
deduce quanto segue. 




1° Che b^ è l'angolo che forma colla direzione della vena la tangente in P, alla 
parete rigida ts^ , diretta nel verso del flusso (e quindi — b^ è l'angolo che forma colla 
direzione della vena la tangente in P^ a wj. 

2^ Che risalendo per es. la parete rìgida sr, a monte dell'orifizio a partire dal 



♦) Loco citato '), S 7- 
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punto P, , l'angolo che la tangente a rs^ forma colla direzione della vena (direzione 

positiva dell'asse jc) va diminuendo in valore assoluto da {bj a o, il che significa che 

le due pareti rigide ts^ g rs^ allontanandosi dall'orifizio verso monte, tendono assintoti- 

camente a due rette parallele alla direzione della vena. 

3** Che, indicando con F^ la velocità delle particelle liquide all'infinito a monte 

dell'orifizio, è ^) 

V, = eS 

e quindi la larghezza Û^ del canale a monte dell'orifizio è ®) 

Da quanto precede scende che b^ è una costante essenzialmente negativa, perciò 
chiamando a una quantità positiva, potremo porre 

a = — b. 
Per questa le (2) divengono 

( 5 = — a cos a, 
^ "^ (r =z — a sen <x, 

mentre l'espressione di Û, diviene 
(3) Û. = ic«-. 

L'espressione parametrica delle coordinate jc, y dei punti di w, è nel nostro caso ^ 

l x= j e '^tgacos^da J 

(4) 7o [ (°^'^t)' 

(y — >'i =^ / ^ ^tgdsenrïdcj 1 

dove y^ rappresenta la ordinata di P, (semiapenura dell'orifizio), e dove nei secondi 
membri si intendono sostituite a ;5 e t le loro espressioni (2'). 

Come si vede, i secondi membri delle (4) dipendono dal parametro a in modo tra- 
scendente e piuttosto complicato ®). 

a. Una notevole semplificazione si raggiunge se ci si limita al caso in cui la co- 
stante a ha un valore molto piccolo rispetto ad - ü^ , per modo che, con sensibile ap- 

2 CI 

prossimazione, si può ritenere il rapporto — quantità di primo ordine ®). 



5) Essendo il punto all'infinito a monte dell'orifizio corrispondente a a = . 

®) Essendosi fissate opportunamente le unità di misura [cfir. la citata Memoria '), §§ i e 3], b 
portata della vena all'« è tt, e quindi tt è pure la portata attraverso l'orifizio. 

7) Qr. le (24) del § 7 della citata Memoria *), noundo che è ora, per la simmetria, x, = 0, 
cos Œq = o. 

^) Facilmente si potrebbe riconoscere che i secondi membri delle (4) sono esprimibili mediaote 
iperlogaritmi. 

Ö) Vedremo più avanti, che con l'accennata approssimazione, è 2 a = O, — ft, dove lì è l'aper- 
tura dell'orifizio. Ritenendo perciò, ad es., a Z- , verremo a trascurare soltanto quantità cguaH 

5 2 
A pochi centesimi di O, . 
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In tale ipotesi è per le (2') 

e""^ = I -f- a sen ff, 

COS i = I, 

sen 2r = — a cos (x. 



Portando queste espressioni nelle (4) avremo, con l'accennata approssimazione, 

X •= — / (i -f- flsenff)tgff dff, 

y — y^ z=: a I senff dff; 
da queste, essendo 

I tg ff d ff = — log cos ff, 

r j I , I + sen ff 
/ tg ff . sen ff aff = — log — 

t/o 



sen ff 



sen ff. 



avremo 



/ sen ada z=z i — cos ff , 



( y—y, = a[i—cosGl 

Se si osserva che per ff = — dev'essere ^ = — î- , dall'ultima delle precedenti si 
ricava y^ ; avremo cioè 

(5) >. = ^-«; 

e per essere l'apertura Ü dell'orifizio = 2)^, avremo manifestamente 
(6) u = û, — 2a. 

Le (4') ci danno le coordinate dei punti della curva, cui appartiene la parete ri- 
gida w, , sotto forma parametrica; si può avere l'equazione della curva mediante la 
eliminazione di ff dalle (4'); preferiamo di procurarcela per altra via più rapida ed 
elegante. 

Dall'ultima delle (4'), tenendo conto della prima delle (2'), e della (5), si ha: 

y--f = ^. 

dalla quale, tenendo presente il significato di ::r, si deduce l'equazione dififerenziale di 
BT, sotto la forma 

Questa, integrata, ci porge 

X = — / coti — - — 3')^^ + costante, 
dove la costante del secondo membro va calcolata in modo che per y=y^ sia x = o. 
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Si perviene cosi alla rebzione 

, sena 

x = log 



che può anche essere scrìtta 

(7) sen I — ^ — y)^^ ^^^ ^' ^~' • 

Questa è l'equazione della curva cui appartiene ty, . Quella di bt, si ricava dalla 
precedente cambiando ^^eain — y t — a rispettivamente. 

La parete rigida w, è costituita dal tratto di curva (7) corrispondente ai valori di 

a 

y compresi tra 3^, e —^, ed essendo per la (5) 

ne segue che in quel tratto di curva è, per l'accennata approssimazione, 



sen 
mentre è 



sen a = a; 



possiamo adunque ritenere che per y^ ^y ^—^ la curva (7) si confonde colla curva 
logaritmica di equazione 

che possiamo pertanto ritenere l'equazione di or^ • 
Wj è la curva simmetrica rispetto all'asse x. 
Dalla (3), tenendo conto che nel nostro caso 

e- = I + a, 
si ricava 

Ü. = ir(i + a), 

e per questa, dalla (6), per l'apertura Ü dell'orifizio si ha l'espressione 

Û = IT -f- a. [w — 2]. 

Il coefficiente di contrazione della vena sarà pertanto 

C = 



Padova, 29 gennajo 1908. 

Umberto Cisotti. 
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AGGIUNTA ALLA NOTA: 
STUDIO SUL PRIMO TEOREMA FONDAMENTALE Dl LIE 

Nota di Carlo Severini (Caunia). 



AduDântâ del 14 tntggto tçol. 



Nella Nota citata *) è stabilito un teorema, che gcneralis^za il primo teofemn fomU- 
mentale di Lie *), e che, in particolare, per un insieme di trasformazioni contenefite 
la trasformazione identica, stabilisce quanto è necessario e sufficiente, affinchè t$fiO co- 
stituisca un gruppo. Il teorema è il seguente: 

Se VinsUmc oo' di trasfarmaiioni 

CO <=Wf ^)^) 0=1, 2, ...,«) 

castüuisu um gruppo : 

a) le x", come fufKÇÛmi dei parametri, soddisfano ad equazioni della Jorma : 

in cui ä determinamte delle ^^(tf) non e identicûmente nullo, e le ?^(x^ non possfmù 
soddisfare a nessun sistema dì equai^imi della forma : 



|:/, vco = ^ 



(h=\,2, ..., fi) 



m concienti g^ indipendenti dalle x* e non tutti nulli; 

h) essendo S^ una trasformarne corrispondente a valori dei parametri^ che non 
äumUlano ä determinane delle i^^(^a\ l'insieme dato viene, per me^o di 5^», ìrasfor- 
moto in sk stessa. 

avversa, se le x', come funzioni dei parametri, soddisfano ad eifuos^ioni da tipo (2), 

u alPinsieme a^aniene una trasforma:^ione, come S^, che gode delle proprietà ora dette, 

€ se ßnalmenu, per voleri dei parametri, che sono all'interna del campo, in cui le prece- 

denti condi(iani sono soddisfatte e di quello, ave le S^J 5^ costituiscono un gruppo, esiste 

Jra le (r) la trasformarne identica, quesU formano esse pmre un gruppo, 

') Qpcstì Rcndfcmit«, tomo XXV (i^* semestre 190H), pp. ni-H^- 

*) LiB-BMG«t, TbeüfU der Tramfarfmtimsgrufpm, IH Abschnitt, Abtti. VI (Leips*^ Tcolmer, if^^). 

^) Po' le nocmrmf > i^ ipotesi ^eneraK solfa namn delle funiiom, cui intenderemo rifenVcL à 
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Mi propongo ora di far vedere, che le ultime condizioni, relative ai valori dei para- 
metri, ai quali corrisponde la trasformazione identica, possono essere omesse, bastando di 
questa supporre l'esistenza. Con ciò il teorema di cui è parola, si semplifica notevolmente. 

I. Questo teorema si deduce *) da un altro il quale assegna le condizioni neces- 
sarie e sufficienti, affinchè la trasformazione composta con due qualsivogliano delle (i) 
contenga soltanto r parametri essenziali, che, come è noto ^), è quanto occorre per 
poter dire che l'insieme dato costituisce un gruppo, ove in più si ammetu che ad esso 
appartenga la trasformazione identica. 

Dette condizioni sono le seguenti, che le x\ come funzioni dei parametri, soddisfino 
ad equaT^ioni del tipo (2), colle indicate proprietà per le Çp|,(x') e per il dtUrminanU 
delle ^p4(û), e che esista una trasformazione S^o, corrispondente a valori dei paramdri 
che non annullano siffatto determinante, per me^xp della quale l'insieme dato venga tra- 
sformato in sé stesso. Cosi dicendo, s'intende, come è naturale, riferirci a convenienti 
intorni della S^o, ma si può nondimeno vedere, ed in questo sta lo scopo della pre- 
sente Nota, che la proprietà che la trasformazione composta con due qualsivogliano 
delle (i) contenga soltanto r parametri essenziali, resta egualmente, senza eccezione 
stabilita. I^ prova di ciò si deduce subito dal criterio indicato dal prof. Bianchi ^ per 
riconoscere il numero dei parametri essenziali in m funzioni : 

secondo il quale criterio, se con (x s'indica la caratteristica della matrice funzionale 
delle derivate delle F. rapporto alle a; con (i, la caratteristica della matrice analoga, 
ottenuta aggregando alle F. tutte le loro derivate prime rispetto alle x; con (t^ la a- 
ratteristica della matrice ottenuta aggregando ancora tutte le derivate seconde rispetto 
alle X e cosi via, il numero dei parametri essenziali coincide col massimo valore s che 
si può raggiungere nella successione : 

Applicando il precedente criterio alle : 

fiUi^y ^)y *J=?i(^J x^y ••• j ^n'y ^n ^a> •••» ^rl *. > K^ •••^ K) (i=M,...,»> 
ed osservando che per la determinazione del corrispondente valore di 5 ^ 2 r si può 
bene limitare la variabilità delle a e delle b a convenienti intorni delle fl**, resta con 
ciò stabilito quanto abbiamo sopra detto ; ed il teorema riportato in principio si cambia 
pertanto nel seguente. 

Se l'insieme of/ di trasformazioni: 

(0. . x[=fXx, a) (i^i, 2,...,,) 

costituisce un gruppo : 



*) Cfr. Nota citata *). 

5) Cfr. LiE-ScHEFFERS, Vorlesungen über kontinuierìicbe Gruppen mit geometrischen und anderen A*r 
Wendungen (Leipzig, Teubner, 1893), p. 31, Satz 4. 

®) Legioni sulla teoria dei gruppi finiti continui di trasformazioni (Pisa, Ed. Spocrri, 1903). 
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a) le x'j come fun:^oni dei parametri^ soddisfano ad equaT^ioni della forma : 

in cui il determinante delle 'i^^,,(a) non è identicamente nullo, e le ;pb(x') non possono 
soddisfare a nessun sistema di equai^ioni della forma : 

J^p^p*(^') = (fe=I, 2, ...,11) 

coi coefficienti g indipendenti dalle x' e non tutti nulli ; 

b) Essendo S^o) una trasformazione, corrispondente a valori dei parametri, che non 
annullano il determinante delle '^^tCfl), l'insieme dato viene^ per fne[[o di S^.o), trasfor- 
mato in sé stesso. 

Viceversa, se le x\ come fun:^ioni dei parametri, soddisfano ad equa:^ioni del tipo 
(2), se airinsieme appartiene una trasformazione, come S^(o) , che goda delle proprietà ora 
dette ed inoltre la trasformazione identica^ l'insieme medesimo costituisce un gruppo. 

a. Il precedente teorema, per un insieme, che contenga la trasformazione identica, 
assegna, come già in principio abbiamo detto, le condizioni necessarie e sufficienti, af- 
finchè questo costituisca un gruppo. 

Tali condizioni si possono mettere sotto un'altra forma assai importante. 

Nell'ipotesi che le jc', come funzioni dei parametri, soddisfino alle solite equazioni 
(2), l'insieme dato (i) sarà, per mezzo di una sua trasformazione S^io) , corrispondente 
a valori dei parametri che non annullano il determinante delle ^p^{a\ trasformato in 
sé stesso, se il sistema delle r trasformazioni infinitesimali: 

(3) 3Cp/= [Z^iWäY, = I. 2, ... , r) 

è, rispetto ad S^(o) , invariante : in tal caso viene infatti trasformato in se, per mezzo di 
5», il gruppo delle S~l)S^ = J?^, generato dalle (3); e l'eguaglianza: 

come ben si vede, equivale all'altra : 

Inversamente, se le (i) costituiscono un gruppo, le x', come funzioni dei para- 
metri, soddisfano alle (2), e se il gruppo contiene inoltre la trasformazione identica, 
le (3) ne sono le r trasformazioni infinitesimali generatrici. Poiché il sistema delle r 
trasformazioni infinitesimali indipendenti, generatrici di un gruppo, è, rispetto ad ogni 
trasformazione di questo, invariante, possiamo senz'altro dire : 

Se l'insieme of/ di trasformazioni 

(i) x\=f,{x, a) (i=i, 2, ...,ii) 

contiene la trasformazione identica, affinché esso costituisca un gruppo, è neussario e suf- 

Rmd. Cwt. ìiattm. PuUrm«, t. XXVI (a^ sem. 1908). — Stftmpato il 6 luglio 1908. 49 
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fidente cJje le x\ come fun:^oni dei parametri, soddisfino ad equazioni della forma : 

col determinante delle +pt(û) non identicamente nullo, e le L|,(jc') tali, che le r trasfor- 
maTiioni infinitesimali : 

Xp/=Z5pkW|^ 0>=l, 2,...,r) 

risultino linearmente indipendenti, e costituiscano un sistema invariante rispetto ad una 
trasforma:^ione dell'insieme, i cui parametri non annullano il determinante suddetto. 

Catania, 15 maggio 1908. 

C. s E V E R I N I. 



3«7 



SUI CONNESSI BILINEARI FRA PUNTI E RETTE NEGLI IPERSPAZI. 
Nota di Emilio Veneroni (Pavia). 



Adunaniâ del 12 gennajo I908. 



I. Se i punti di uno spazio lineare ad n dimensioni S si riferiscono projettiva- 
mente ai complessi lineari di rette di un sistema lineare oo" di uno spazio ad n dimen- 
sioni ^ che si supporrà poi coincidere con S, la corrispondenza che ne deriva fra 5, 
^ denominasi connesso bilineare fra punti e rette : essa fu oggetto per n = 3 di mie 
precedenti ricerche '), alcune delle quali si possono estendere senza difficoltà ad n qua- 
lunque, come è io scopo di questo lavoro. Se w è pari, cioè n = 2q ne deriva fra i 
punti di S e quelli di 1 una corrispondenza birazionale, quando di ogni punto di 5 si 
riguardi come omologo in 2 il centro del corrispondente complesso ''), poiché anche a 
un punto di 2) corrisponde allora un unico punto di S in quanto la condizione che 
un complesso di Z abbia un centro dato vale 2 y condizioni lineari. Indicando con F^, 
0^ le varietà ad m dimensioni che cosi corrispondono in S, 2 a spazi lineari Z^ , S^ di 
2, S e con x^ , :(^ i loro ordini, sarà tì^ -=• x^^_^ Tordine della varietà dei punti sin- 
golari (centri) dei complessi di un sistema lineare 00*" in 2, e perciò ricavabile da una 
formola stabilita dal Kantor ^), trovandosi cosi 

c=v-=a')-C'--)+ •■■+(-.)-(:). 

Se ne ricava in particolare l'ordine 2q — i delle ipersuperficie ^j^., di 2 corri- 
spondenti agli iperpiani di S, e delle curve F^ di S corrispondenti alle rette di 2), e 
l'ordine q delle F di S corrispondenti agli iperpiani di 2 e delle curve 4*^ di 1 cor- 



') Sui connessi bilineari fra punti e rette nello spazio ordinario [Memorie della Reale Accademia 
delle Scienze di Torino, serie II, tomo LI (1901), pp. 115-158]. — Si veda anche il successivo lavoro 
di E. Kasner, On the point-line as element of space : a study of the corresponding bilittear contiex [Tran- 
sactions of the American Mathematical Society, vol. IV (1903), pp. 213-233 ; vol. V (1904), pag. 550]. 

^) Le parole connesso e complesso indicheranno, salvo esplicita avvertenza, connesso bilineare fra 
punti e rette e complesso lineare (completo) di rette. 

3) S. Kantor, Die linearen Systeme linearer Strahlenkomplexe im R, [Sitzungsberichte der mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen Klasse der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften (Wien), Bd. CXII 
(1903), Abt. IIa, pp. 815-877], p. 863. 
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rispondenti alle rette di S. Poiché per un fascio di complessi di cui uno abbia un 1^ 
singolare, l'ordine della curva luogo dei centri dei complessi del fascio si riduce a 
q — "k ♦), ne verrà che un punto di S, il cui corrispondente complesso in 2 sia do- 
tato di 2,j^ singolare, sarà multiplo secondo X per tutte le Fj : sono dunque fonda- 
mentali per la predetta trasformazione birazionale in S, e multiple secondo > per tutte 
le Fl^_^ [fino ache iq — ^^(2^+ i)ì::;^o ^)] le varietà di dimensione 2q — a (2X4-1) 
costituite in S dai punti i cui corrispondenti complessi sono dotati di IS^j^ singolare: 
gli ordini di esse coincidono coi numeri assegnati dal sig. Palatini ®). Un punto di 
2 che sia centro di una stella di raggi di specie (x — i tutti fondamentali per il siste- 
ma lineare 00^* di complessi, si può con sole 2q — il condizioni lineari rendere centro 
di un complesso del sistema : gli corrispondono dunque in S i punti di un intero spa- 
zio lineare S : il punto ò multiplo secondo ;a per tutte le ^^IVZ\ corrispondenti agli 
iperpiani di S : perche una retta per esso che incontri ancora almeno in 2q — fi punti 
una c^^v- 1 delle anzidette, costituita insieme dai centri e dalle rette fondamentali di un 
sistema lineare oo'*~' di complessi ^) subordinato al dato sistema 00*^, appartiene tutta 
alla ^^Jl,' , perchè appartiene a ;/. complessi indipendenti, con centro nel punto, del detto 
sistema oo"''"* e ancora ai 2q — p- complessi dello stesso sistema che hanno i centri 
nei sopradetti 2q — [j^ incontri della retta colla 4>^*"| . Sono dunque fondamentali per b 
trasformazione in 2 e multiple secondo [a per tutte le ^['[Z] [fi^o ^ che 2q — ;^(P'+i)'l:^o *)] 
le varietà di dimensione 2q — !^(ì^ + i) costituite in 1 dai centri di stelle 00^^ ài 
rette fondamentali per il sistema 00'^ di complessi. La più ampia di esse se ne ottiene 
per (1=1 ed è formata da tutte le rette fondamentali del sistema stesso : il suo or- 
dine (q — i)(^y — ^) ^^ ottiene dall'intersezione di due <^]jlì e dal valore noto di :(, . 
Se ;/ è dispari, cioè tt =1 2q '\- i, sì avrà in S una Fl^^ dei punti i cui corri- 
spondenti complessi di 1 sono dotati di retta singolare (asse) : corrisponde cosi a un 
punto della Fj^' una retta in 1, per modo che ai punti della F^^* situati in un S, 
corrispondono rette riempienti una «l>^ di ^ di ordine ^) 

'■-=(^t ")-(»)+•••+(- ■>-(:) 

e in particolare sarà 2 y l'ordine delle <I>^J contenenti gli assi dei complessi speciali ap- 
partenenti ai sistemi lineari 00** subordinati del dato. Della FJ^ ' son multiple secondo X 

4) Kantor, 1. e. 3), p. 834, Teorema XXXIII. 

5) X(2X-]- i) è il numero delle condizioni perchè un complesso di 2, abbia un 2^;^ singolare. 
®) F. Palatini, L'orJitie della varietà che annulla i suhdeterminanii di dato grado di un déterminante 

emisimmetrico [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie V, voi. XI, i** semestre 1902, pp. jij-jiS]. 
Gli stessi numeri si ritrovano in G. Z. Giambelli, Sulle varietà rappresentate coWannullare determnoMä 
minori contenuti in un determinante simmetrico od emisimmetrico generico di forme [Atti dclLi R. Accademii 
delle Scienze di Torino, voi. XLI (1905-906), pp. 102-125J, § 5. 

7) Kantor, I. e. 3), pag. 864, § 11, n° 3. 

®) 2q — H''(H''+ ^ ia dimensione del sistema delle stelle di raggi ool*~* appartenenti a 2^-|-i 
complessi lineari dati in S, . 

9) Kantor, 1. e. 3), pag. 863. 
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)er ogni X tale che 2y -f- i — (^ + i)(2^ + i) ^ o ")] le varietà di dimensione 
q -{- i — (^+i)(2^+i) dei punti di S i cui corrbpondenti complessi posseggono 
1 ^^x^^ singolare, e i loro ordini sono stati assegnati dal Palatini "). Se un punto 
I, è centro di una stella oo»*"' di raggi tutti fondamentali per il sistema oo^''*'* di 
amplessi, esistono in questo oo^ complessi speciali cogli assi pel punto e formanti un 
)no d'ordine ;(^, perchè la sua sezione con un generico ^ è il luogo dei centri di 
i sistema lineare oo'^ di complessi di IS . Il punto stesso sarà multiplo secondo (x 
:r tutte le 4>^J come si vede imitando l'analogo ragionamento per il caso di n = 2q: 
ottengono cosi delle varietà a 2q-\'i — fJ^(p-+i) ") dimensioni, formate dai centri 
stelle oc**~* di raggi fondamentali per il dato sistema oo''"^* di complessi : esse sono 
irìetà multiple secondo (x per le 4>^*, e luoghi di punti singolari di specie (x '^) per 
sistema di i*^ ordine oo'^ degli assi dei complessi speciali appartenenti al sistema li- 
are dato. I^ più ampia di esse si ha per (x = i, è costituita da tutte le rette fon- 
imentali ed ha l'ordine (2^-}" ^)(^ì — ^) come si ricava considerando l'intersezione 
. due O^J e il valore noto di :(',_,. 

a. Se ora qualunque sia w, S e 2) coincidono in un unico spazio S, la corrispon- 
enza omografica fra punti e complessi lineari porta a una corrispondenza nulla fra 
und e iperpiani, se a ogni punto si coordini l'iperpiano polare rispetto al complesso 
arrispondentc (Jperpiano focale del punto). Dicendo connesso sezione del dato con un 
^ quello che risulta in 5^ coordinando a ogni suo punto il complesso sezione di S^ 
ol complesso corrispondente al punto nel connesso dato, e punto unito di un connesso 
n tal punto che tutte le rette per esso appartengano al suo complesso corrispondente, 
idicando con u^ il numero dei punti uniti di un connesso di S^, si ha che mentre 
li un punto di S è, generalmente, determinato un unico iperpiano focale, un iperpiano 
li 5 ha tanti fuochi quanti sono i punti uniti del connesso che esso sega dal dato. La 
orrispondenza nulk fra punti e iperpiani è dunque [i w„_J. Preso un punto P ed una 
etta r, generici, gli iperpiani polari di P rispetto ai complessi corrispondenti ai punti 
i r formano un fascio segnante su r una punteggiata projettiva ad r stessa; e i due 
unti uniti della projettività sono tali che i loro iperpiani focali passano per P. Ne segue 
le gii iperpiani focali dei punti di una retta inviluppano un cono quadrico e (quindi) 
issano tutti per uno spa:(io lineare R^_^ (vertice del cono) che si dirà coordinato alla retta. 
L'iperpiano determinato da r e da R appartiene al cono, perchè r appartiene a 
n complesso corrispondente a un suo punto. Segue poi che : / fuochi degli iperpiani 
tssanti per un punto riempiono una quadrica Q^[_^ passante pel punto (perchè fra essi 



'*0 (^ + 0(2^ -f- i) è il numero delle condizioni perchè un complesso di 2, abbia un 2^;^^^^ 
ngolare. 

") l. e. 6). 

**) 2^-(- I — 1^(1* + ^) ^ 1^ dimensione del sistema delle stelle oo**—* appartenenti a 2q-\-2 
amplessi di 2,^,^, . 

'^) In quanto, mentre per un punto generico di 2 passa una sola retta del sistema, per tali punti 
e passano oo(^. 
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iperpiani vi è Tiperpiano focale del punto). Le quadriche Q*l^ cosi ottenute formano m 
sistema lineare oo", riferito omograficamente ai punii di S, perchè ogni punto onnuDe a 
due ö!,*i, corrispondenti a due punti Aj B è tale che il suo iperpiano focale contkne 
tutta la retta A By onde il punto è su tutte le öL-, corrispondenti ai punti Òi AB. 
Punti comuni a tutte le Q^^^^ sono tutti e soli quei punti di cui risulti indeterminato 
l'iperpiano focale, cioè i punti uniti del connesso dato: se n è pari essi sono i pumi 
uniti della trasformazione birazionale fra 5, 1 accennata nella prima parte del n® i, e 
che ora muta 5 in sé : se n è dispari essi sono punti i cui corrispondenti comfdcssi 
posseggono (almeno) una retta singolare passante pel punto. 

Essi sono dunque generalmente in numero finito, u^ , numero che si può facilmente 



determinare osservando che il gruppo degli u^ punti uniti del connesso dato insieme 

col gruppo degli u^_^ fuochi di un iperpiano costituisce un gruppo dei 2* punti base 

di un sistema lineare oo"~* di quadriche öl^^, ? quelle che corrispondono ai punti dd 

l'iperpiano. Avendosi dunque u^ -f- «„_, = 2" e sapendosi che u = 5 '♦), si ha tosto 
2"-» + (_ i)" 

w = ì— ^ . 

3 
Ne viene che, nella sopradetta corrispondenza nulla fra punti e iperpiani, a un 5,_, 

corrispondono precisamente u^_^ = — 3lA 1 — punti (fuochi) in esso giacenti: dx 

agli 5^_, di una stella 00"' corrispondono i punti di una varietà ad m dimensioni e 
d'ordine 2"~'" passante per gli u^ punti uniti ; che, reciprocamente, ai punti di un 5, 
corrispondono gli iperpiani di un inviluppo oo"* di classe 2"*, e che in particolare ai 
punti di un S^_, corrispondono gli S^_, di un iperinviluppo di classe 2"~* avente qud- 
rS„_, come M,_,-plo. 

3. Diremo raggio principale di i" specie del connesso ogni retta che appanenga a 
tuni i complessi corrispondenti ai suoi punti. Si ha subito, tenendo conto delle defini- 
zioni del n° precedente, che perchè una retta sia raggio principale di 1* specie pel con- 
nesso dato è necessario e sufficiente che essa sia tale per un connesso sezione del dato 
con un qualunque S^ per la retta (m ^ 2). In ogni piano di S vi sono tre raggi prin- 
cipali di /* specicj per ogni punto ne passano oo""' costituenti un cono di 2* ordine, in- 
ter sezione dell' iperpiano focale colla quadrica Q^^[^ corrispondenti al punto stesso. La pri- 
ma parte risulta dal n" 6 pag. 9 della mia memoria citata *): per la seconda, se P è un 
punto di S e w il suo iperpiano focale, i raggi principali di i* specie uscenti da P 
giacciono in x, perchè appartengono al complesso corrispondente a P; se poi in x si 
sceglie un S^_^ non per P, gli S^_, polari di P rispetto ai complessi corrispondenti nd 
connesso dato ai punti dell'S^^^, segano r5^_, nel sistema dei suoi 5,_j che risulta 



'*) Cfr. la mia Memoria citata *), n** 5 e segg. — Si noti che se tre dei punti base delle Q^^ sonfl 
in linea retta, tutta la retta appartiene a tutte le j^LÜi i degli u^__^ fuochi di un 5,_, , uno è suUarelB 
(di punti uniti pel connesso), gli altri «„_, — i insieme alla retta e ai punti uniti fuori dì essi 00» 
piono il gruppo base di un sistema lineare 00*-* di Q^'i^ ; dal che segue facilmente che ohre A 
retta di punti uniti le quadriche j2|/i , hanno ancora u^ — n punti base, onde è «, — « il numero dò 
punti uniti isolati di un connesso douto di una retta di punti uniti. 
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Hpsi riferito reciprocamemc ai punti dello stesso S^_,, e la quaddca q^^^^ luogo dei 
Hunti uniti di tale reciprocità, è traccia sullo S„_^ di un cono quadrico giacente in t^, 
B( vertice P, di cui tutte le generatrici sono raggi principali di i* specie per il con- 
Hesso dato, perchè ognuna di esse appartiene al complesso corrispondente a P e al 
Bptnplesso corrispondente al suo appoggio coll'S^^^^. L'iperpiano focaie di ogni punto 
B tale generatrice contiene la generatrice e quindi passa per P, onde il cono anzidetto 
"è la intersezione di v colla Q^^^ corrispondente a P. Quindi: La corrispondenxa nulla 
^ra ugni punto e il suo iper piano focak si ottiene coìhgando a ogni punto l'iperpiano in 
esso tangente alia Q^l^ che corrisponde a! punk\ il quale risulta cosi l'iperpiano focale 
del punto, E perchè di un punto unito è in detei minato l'iperpiano focale, la quadrica 
OLI'., corrispondente a un punto unita i un cono cl^ ha il vertice nel punto ^ e quindi 
per ognuno degli u^ punti uniti passano oo"^^ ^^gp principali ài i* specie (ani^ichï sol- 
tanto oo'~^J costituenti il cono an^etto^ Estendendo le analoghe denominazioni per lo 
spazio ordinario si dirà dunque che i raggi principali di i^ specie costituiscono un com- 
plesso oo''*^'* del 2" ordine f di 3" classe j di cui gli u^ punti uniti sona punti singolari 
di 2° ordine, 

m 4. Si è visto che gli iperpiani focali dei punti di una retta passano tutti per l'P„_j 
Boordìnato alla retta (cfr. n'' 2), il quale è quindi il luogo dei punti le cui corrispon* 
denti Q^l^ contengono la retta. Ora i raggi principali dt 1* specie sono le rette che 
{s'appoggiano e quindi) giacciono nel laro R^_^ coordinato perchè se un punto M della 
retta appartiene all'Jì^^^ coordinato, e quindi agli iperpiani focali di tutti i punti della 
retta, ciò avviene per ogni altro punto A^ della retta, perchè Tiperpiaoo focale di JV 
deve contenere N e TJ?^ , j e quindi la retta. Ciò posto, un raggio principale di i* spe- 
cie si può riguardare in infiniti modi come congiungente di due punti uniti di connessi 
sezioni dd dato con S^ condotti per esso quando sia m ^ n — 2, mentre esso non unisce 
in generale due (punti uniti) fuochi di un S^_^, Infatti, conducendo per il raggio prin- 
cipale un S^ che si appoggi all*^^_, coordinato ad esso almeno in un 5^_j, il sistema 
delle Ql!ii relativo al connesso sezione del dato coll'S^ sari costituito dalle intersezioni 
dell' S^ colle quadriche Q[^^^ che corrispondono nel connesso dato ai punti dcll'S^ : e 
poiché quelle fra queste Q['^^ che corrispondono ai punti dell' S^^, d'intersezione di 5^ 
t Ji ^n-i contengono tutte il raggio principale, ne segue che il sovradetto sistema delle 
ß«ii ^ ^m ^^ sopî'â il raggio stesso due punti base che sono uniti pel connesso se- 
zione coil'S^ . Se poi tS^ giace tutto nell'R^_^ ü sistema delle 2«i, ^^ ^^^ maggio prin- 
cipale una reua base epperò il connesso semitone ha in esso una retta di punti uniti. Il 
ragionamento vale nella sua prima pane fino a che sia m — 1 ^n — 5» cioè m^n — 2, 
e nella seconda per m ^n — 5. In particolare per m z=. 2, la seconda parte ci dà : 
Éutti i piani condotti per un raggio principale a giacere neU'R^^^ coordinata a questo rag- 
gio segano il connesso in omologie aventi per asse il raggio stesso. Questo R^_^ sega il 
fascio delle Q^l^ corrispondenti ai punti del raggio, in un fascio i/i föni> perchè il con- 
cesso sezione ha per punti uniti tutti i punti del raggio (v. s. e cfr. tf 5 in fine): la 
base di tal fascio è una varietà razionale del 4^ ordine Fl*l segau^ fuori del raggio, 




^ 
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TM^^, ptssK rapcrpbaa r'orjg i: :nern p-m: ZslIj, LJcrrr-rÄ^ri^- Mcevc 
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t« »s amnissa che ha ine punti uniti sul rj^pj : i<r -'5^ appartiau alCR^ 



cmrvé ël^tifrkhe t Urrà sm^oUriià rPisa, Spocrri, i<»7 , 7^- rto. 

»^ Cfr. RFre, Z>t£ G^öiPirtrir dérr L^f. m. ArtiL, ;. Au£. CLdp««r Bmi 
pag. 140 e scgg. 
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one ha una retta di punti uniti nel raggio. In particolare, tutti i piani passanti per 
Toggio principale di 2* specie e giacenti nelVR^_^ coordinato segano il connesso in una 
elogia che ha per asse il raggio. Il luogo dei centri delle omologie così ottenute i una 
^ sita nelVR^^ e base di un fascio di coni, dell' R^_^ , coi vertici sul raggio che sono 
Û tangenti lungo di esso a un medesimo R^_ ; i piani pel raggio giacenti nell'R 
WHO il connesso in omologie singolari, e fra questi ve ne sono 00"" 7, costituenti una 
'ietà del 4" ordine, che segano il connesso nei loro connessi identici, 

6. Le congiungenti di due punti uniti del connesso dato si diranno per analogia 

3fi principali di 3* specie. Esse sono in numero finito I *• j: ad ogni raggio principale 

3* specie, e ad essi soltanto, è coordinato un R^_^ {an^ichh un R^_^ passante pel rag- 
V che h iperpiano focale di tutti i punti del raggio e luogo dei punti le cui corrispon- 
§ii quadriche 2!.^^, contengono il raggio. Qualunque S^ passante pel raggio sega il con- 
$$0 dato in un connesso con due punti uniti sul raggio (i due punti uniti del connesso 
io che sono situati sul raggio). Ogni S^ passante pel raggio e giaunte nell'R ^_^ coor- 
Uato al raggio sega il connesso dato in un connesso avente nel raggio una retta di 
Hilj uniti : in particolare ogni piano dell' R^_^ passante pel raggio sega il connesso in 
M omologia *^) : nell'R ^_^ giace un R^_^ per il raggio, contenente tutti i piani seganti 
pmnesso in omologie singolari aventi per asse il raggio; infine fra questi ve ne sono 
*^, costituenti una yi^^^j che segano il connesso dato nel loro connesso identico. 

7. I raggi principali di 2* specie formano un sistema di rette 00""* di ordine 
.j — I perchè quelli di essi che passano per un punto sono le congiungenti di 
ti punto coi rimanenti u^_^ — i fuochi dell'iperpiano focale del punto. 

Nel solo caso di n = 3 la dimensione, n — i, del sistema dei raggi principali di 
specie pareggia quella, in — 4, del complesso dei raggi principali di i* specie '*). 
unti uniti del connesso sono singolari d'ordine u^_^ — i per il sistema, in quanto per 
fcuno di essi passano 00* raggi principali di 2* specie costituenti un cono dell'ordine 
ddetto, come si vede segando il connesso con iperpiani passanti pel punto conside- 
D. Esiste poi nel sistema un numero finito di punti singolari di 1° ordine, centri cioè 
fasci di raggi principali di 2* specie. Infatti T-R^^, coordinato alla congiungente di 
* punti uniti del connesso dato (n^ 6) sega il connesso stesso in un connesso avente 
la congiungente una retta di punti uniti e quindi fuori di essa ancora u^_^ — n-f-i 
Dti uniti [nota '*)]; i fasci che hanno centro in ognuno di questi punti e i cui 
jii passano per la congiungente sono fasci di raggi principali di 2* specie '®). 



*7) Per « = 3 si hanno così i io piani seganti il connesso in omologie. Vedasi la mia Memoria 
Ita '), n° 6. 

'^) E la distinzione fra raggi principali di i* e di 2* specie non si presenta infatti nello spazio 
iinario. 

'9) Altri caratteri del sistema dei raggi principali di 2* specie sono gli ordini jcj (Ä = i, 2, . . .) 
Ile varietà a » — 2 fe dimensioni formate dalle rette del sistema giacenti in un 5,_j di S, Il primo 
essi, X, , sarà l'ordine della V^_^ formata dai raggi principali di 2' specie giacenti in un 5,_, . In 

Reni. Cire. Midiem. PaUrmo, t. XXVI (a^ sem. 1908). —Stampato il 7 luglio 1906. $0 
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8. Ci proponiamo ora di vedere se esistano connessi tali che per ogni punto di 5 
risulti indeterminato Tiperpiano focale corrispondente. Per n=:2q dovrà in tale ipotesi la 
corrispondenza birazionale fra punti e centri dei complessi corrispondenti ridursi alla iden- 
tità : per n = 2 y -j- i il complesso corrispondente a un punto qualunque dovrà possedere 
una retta singolare passante pel punto. Diremo connesso nullo un connesso che soddisfi 
all'una o all'altra di tali condizioni. Dato in 5 un connesso nullo, i piani di un punto 
P e delle rette del complesso corrispondente sono, per questo, completi **) e formano 
un complesso lineare oo*""^ di piani *') che si può ottenere proiettando da P quelle deüe 
stesse rette che stiano in un S^_, non per P. Una retta qualsiasi di un tal piano, appar- 
tenendo al complesso corrispondente a P per ipotesi, e ai complessi corrispondenti ai suoi 
punti perchè il connesso è nullo, appartiene ai complessi corrispondenti a tutti i punti 
del piano, il quale perciò appartiene al complesso oo*"~^ di piani che si ottiene in modo 
analogo al precedente, partendo, anziché da P, da un punto qualunque del piano. Cioè: 
In un connesso nullo, i piani determinati da ogni punto e dalle rette del complesso corrispon- 
dente formano un unico complesso lineare completo di piani FI. Reciprocamente: Assegnato 
in S un complesso lineare completo di piani n, collegando a ciascun punto le rette dei piani 
di n passanti pel punto (che formano un complesso lineare completo di rette) si ottiene 
un connesso bilineare nullo fra punti e rette. Ai punti di una retta vengono infatti cosi 
a corrispondere i complessi di un fascio, perchè se una retta r appartiene ai complessi 
corrispondenti a due punti PFj ì piani (^Pr)^ (^'0 appartengono a II, onde a II ap- 



questo le j2||!ii segnano un sistema lineare oo" di quadrìche ql^]_^ per il quale sono bat^tstrahlen ì raggi 
principali di 2* specie giacenti neir5^_,. La r^_, è quindi Timmagine della varietà doppia della iper- 
superfìcie d'ordine 2"~' che si ottiene in un modo ben noto riferendo omograficamente gli iperpianì 
di uno spazio 5J, alle ^J/J.^ del detto sistema oo". Considerando allora l'intersezione di tale ipersuperfi- 
cie colla sua prima polare rispetto a un punto di 5|, , e la sua immagine in 5^_ , , con procedimento af- 
fiatto analogo a quello ben noto di Caporali \Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve alge- 
briche piane [Collectanea Mathematica inmemoriam D. Chelini (Milano, Hoepli, i88i), pp. 144-170J, 5 4| 
si stabilisce facilmente il valore x, = 2" — (« + 2). Per n = 4 si trova x, = io, come è in Darboux 
} Sur les systèmes linéaires de coniques et de surfaces du second ordre [Bulletin des Sciences Mathématiques 
et Astronomiques, t. I (1870), pp. 348-358]!. Il numero vale per un sistema lineare 00« qualsiasi di qua- 
driche in 5^_, , senza che occorra che esso sia sezione delle ßj,^, relative a un connesso di 5, . So- 
lamente, in quest'ultimo caso, il sistema deve contenere un sistema lineare oo*^» con i<^_, punti base, 
i fuochi dello 5^_, . Cosi per » = 4 il sistema lineare oo* sezione di un 5, colle ff^^ di un connesso 
di 5^ contiene un sistema lineare »^ con 5 punti base, mentre nel caso più generale si hanno solamente 
nel sistema cx>^ cinque sistemi lineari oo3 con quattro punti base, come si trova calcolando il genere della 
V^ rigata del 10° ordine costituita dai raggi principali del sistema 00^ , e trovandone il numero, 20, 
dei punti tripli con una formola di Castelnuovo { Una appUcai^ione della geometria enumerativa alle curvt 
algebriche [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. Ili (1889), pp. 27-37]}. I 20 punti tripli deb- 
bono appunto distribuirsi in cinque quaterne, basi dei sovradetti cinque sistemi lineari oo3 . 

'®) Cioè tutte le loro rette appartengono al complesso. Cfìr. S. Kantor, Theorie der linearen 
Strahlencomplexe im Raunte von r Dimensionen [Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. CXVIII (1897), pp. 74-122]. 

"") Ivi, pag. 79. 
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partengono tutti i piani del fascio da essi determinato, e la retta r, asse del fascio, 
appartiene ai complessi di rette corrispondenti a tutti i punti della retta PP' "). 

9. Lo studio di un connesso nullo coincide cosi con quello di un complesso li- 
neare completo di pimi IT : a questo è collegato un sistema lineare 00" di complessi li- 
neari di rette *^), di cui il sistema base è formato dalle rette che congiunte con un 
punto qualunque di S danno piani di II. Esse sono dunque le rette singolari "*) di FI. 
Se If = 2 y 4" ^ ^^^ sono anche gli assi dei complessi speciali di rette corrispondenti 
nel connesso nullo a tutti i punti di S. Ognuna di esse è anzi asse di tutti i complessi 
corrispondenti ai suoi punti: per ogni punto di 5 ne passa una sola, e se per un 
punto ne passan due, ne passano 00* riempienti un S , singolare pel complesso corri- 
spondente ai punto. Se invece n = iq^ le rette singolari di n riempiono una varietà 
F , di cui ogni punto è centro di un fascio di tali rette, e il piano del fascio è sin- 
golare pel complesso corrispondente al punto ; e poiché i centri dei complessi corrispon- 
denti ai punti di una retta hanno per luogo la retta stessa, anziché una curva d'ordine 
q, vi sono sulla retta q — i punti *^) i cui corrispondenti complessi son dotati di piano 
singolare ; onde : Le rette singolari di un complesso lineare completo n di piani in S^^ riem- 
piono una varietà a iq — i dimensioni e d'ordine q — i luogo, anche, dei punti ai 
quali nel connesso determinato da n corrispondono complessi dotati di piano-centro. 
Supponendo che 1*5 sia subordinato a un S e che 11 si possa quindi considerare 
come la sezione fatta coU'S di un complesso lineare completo di piani 11^ di S^^^^ ^), 
si consideri un punto H di S appartenente a (una e quindi a) un fascio di rette sin- 
golari di lì: z questo fascio appartiene anche la retta singolare di lì^ che esce da H; 
infatti questa retta non può non giacere in S^ , senza che appartengano a 11^ tutti i 
piani uscenti da H ed appoggiati in rette all'S, determinato dalla retta stessa e dal piano 
del fascio delle rette singolari di II uscenti da H. Cosi, nel connesso nullo che Q^ de- 
termina in Sj , ad H corrisponderebbe un complesso di rette con un S singolare, ciò 
che si esclude, per la scelta, generica, di H, Ne segue che : Le rette singolari di un com- 
plesso lineare completo di piani in S , giacenti in un S riempiono la stessa varietà 
^iTlt costituita dalle rette singolari del complesso di piani sezione del dato coll'S . Per 
ogni punto della varietà passano 00* rette fra le seconde, ed una sola delle prime. 

10. Ci sia lecita ora una breve digressione intorno al sistema 00*' delle rette sin- 
golari di un complesso di piani in S . Di queste rette quelle che escono dai punti 



**) Che un complesso lineare completo di piani di S^ porti a una corrispondenza fra punti e 
romplessi lineari di rette fu già notato dal Kantor [**^), pag. Sol, che chiama tale corrispondenza 
ÌHcidenxconnex. 

'3) Per » =: 3 il sistema lineare oo3 si riduce a una rete di complessi speciali aventi per asse le 
ette di una stella : si hanno cosi i connessi a se:(ioni identiche di cui si parla nei $ 14, 24 e seg. della 
nia Memoria citata *). 

**) Secondo la denominazione di Kantor [*®), pp. 82-83], P^ g^* ^i-i singolari di un complesso 
Ü Ri in Sr . 

*5) cfr. Kantor, 3), pag. 834. 

**) Qoè n risulti di tutti i piani di II, siti in 5,^. 
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di una retta r jjrmanj uns ri; sis M, d\>rdÌ9if q giacinU in an S 
Cora q Vx/riine dilla M^^ fermata dalli r^tu singolari di Q appoi-\ 
^j •,- Infitti- seginio le rene siniiolar: us^nd «Ì2Ì punn di r cod: 
per r, si ottengono i cenai Jei complessi sezioni di S^^ coi compfcs 
spondenti ai punti d: r nel connesso nullo determinato da U; il loro 
linea d*ordine q, appc^giatj ad r. e posu in un S^ che con r in 
^zce la rìgau. Se in particolare r e singolare per II, i compkss 
anzidetUi corrispondono ai suoi punti hanno tum r per asse, e seg: 
indipendente da r si otterrà un fascio di complessi« del quale i j 
conducono ad altretunti punti di r i cui corrispondenti complessi se 
golare ; per ognuno di tali punti passano oc' rette singolari di 11, • 
singolari di II ; essi formano dunque una varietà a 2 ^ — 2 dimens 
singolari di 11 sono ^-secanti. Similmente : Le rette singolari di 1 
. un piano a formano una M . d'ordine ?' — ? -{- i *^}. Infani, segai 

ota^ngono, come sopra, i centri dei complessi di una rete : il luog 
-. riamente una superficie deH'ordinc q' **); ma da questa si staccane 

- perchè, PS, e il piano « segandosi lungo una retta, vi sono« pere 

pra, q — i rette singolari di II appoggiate alla retta e giacenti nel 
rete di complessi di S, vi sono q — i complessi dotati di piane 
detta varietà M''' ^*' si sega con un 5,^ contenente il piano a, la 
tre che del piano a, di una superficie rigata d'ordine q^ — y, e quind 
in S, ne conterrà ce' con piani-centri, mentre un fascio della rete 
cioè la traccia sul piano « della predetta rigata è una curva d'ordin*^ 
in un 5, , dello stesso S^^ resta detcrniinata una rete di compless 
f»|)eciali, i loro assi costituendo complcssivaiìicnte una superficie d\ 
detti complessi speciali sono le sezioni di quelli di 5, dotati di 
quelli di S^ che senza aver piano-centro, hanno il loro centro ne! 
ansi di questi ultimi costituendo in 5, . , una rigata d'ordine q — 
l'ordine della traccia su 5.. . della varietà a tre dimensioni costiti 
piani centri. Si seghi ora la M^ formata dalle rette singolari di 11 
im S^ con mi generico 5.^; si otterrà in questo la varietà dei cen 

un sistema lineare 00', dell'ordine complessivo ^^^ - /V7_y..il_ 

1.2.5 

candosi ora la varietà d'ordine (</ — i)" lonnata dai piani-centri d 



•7) (ilio MrJ^ aiuho Tordinc della Si, , foniìat.i dalle rette singolari di D 

•") Si applichi, CDU m 2, U i* \oTu\oh del n'' i. 

***) Si applichi, per un .V,^ , e con m - 2, la 2^ lormola del n** i. 

♦•*') l complessi in questione corrispouvlendo ai punti della retta di appo( 
nunt» un lancii»; velando Ci>n un N.^ , noiì per la retta si ha un fascio di cor 
l icntil Kuniano una curva d'ordine »/ ~ *• se/ione della rigata. 

•*') Si applichi, con in ?, la i* torniola del n^^ i. 



il 

à 
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che si Ottiene nel modo ora visto partendo dal piano comune all'S ed all'S^ , 
ilterà che : Le rette singolari di l\ uscenti dai punti di un S costituiscono una M d'or- 
te ^ ^>^ IjJT — / che k anche l'ordine della Af, , formata dalle rette sin- 

1.2.3 ^ 

^lari di n appoggiate a un 5^^_j. Si può ora determinare l'ordine della F costi- 

nta dai punti singolari di 11, cioè il numero di essi che giacciono in un S^. Si seghi 

^ M^ formata dalle rette singolari appoggiate all'S^ con un S^^; si otterrà in questo 

B^sia Af , riferita punto a punto all'S^ , essendo omologhe le traccie su S ed S, di una 

ppessa generatrice di Af^. Nell'S^ comune a S^ ed S^^ v'è una linea di ordine q — i, 

Bp^""* , formata dagli appoggi di S^ con generatrici di M^ site in S^ ; essa è fondamen- 

fràLy semplice nella rappresentazione di M^ sopra VS^ , e poiché le rette singolari uscenti 

IcSai suoi punti formano una superficie rigata di ordine q"" — q^ le superficie di S^ rap- 

esentanti sezioni iperplanari della Af^ passano semplicemente per C\~\ e la interse- 

e residua di due di esse vi si appoggia in q^ — q punti: tali superficie sono d'or- 

j y, tale essendo l'ordine della rigata delle rette singolari di II appoggiate a una 

^etta di S, ; fuori di Q"* esse hanno ancora un numero finito di punti base, ormai 

Calcolabile conoscendosi anche l'ordine della Af^; per ognuno di tali punti passeranno 

( 00* e quindi) oo^ rette singolari di II, riempienti un S^ segante 1*5^^ assunto in un 

piano appartenente alla Af , . Questi punti fondamentali isolati sono dunque semplici e 

Sono i punti singolari di n giacenti nell'S e il loro numero, che è ^^ ' ^ ÌHJ'—I ^ 

1.2.3 

rappresenta l'ordine della F^ _^ costituita dai punti singolari di un complesso lineare ge- 
nerale di piani in S , della quale le rette singolari del complesso sono q-secanti, 

II. Dal primo teorema del n** 9, facendo q = 2, si ricava: Le rette singolari di 
un complesso lineare lì completo di piani in S^ riempiono un iperpiano {spa^^o ordinario) 
dell' S^ formandovi un complesso lineare di rette, perchè ogni punto di tale iperpiano è 
centro di un fascio di rette singolari. Tale proprietà è ben nota, specie nella sua forma 
correlativa riguardante il complesso lineare di rette di S ^). Dall'ultimo teorema del 
n*' IO facendo y = i e ^ = 2, l'ordine della varietà dei punti singolari diventa i nel 
primo caso, e 2 nel secondo. Si ha dunque, nel 1° caso, che un complesso lineare di 
piani nello spazio ordinario possiede una F^ di punti singolari, il centro della stella di 
piani a cui si riduce il complesso. Nel 2^ caso si ha che i punti singolari di un com- 
plesso lineare di piani in S formano una F\ , la quale, dovendo appartenere ad S^ per- 
chè le sue corde (rette singolari del complesso) riempiono S^ , h costituita da due piani 
non appoggiantisi ^)- Si noti poi che : // complesso lineare generale di piani di S i de- 



3^) Cfr. Castelnuovo, Ricerche di Geometria delia retta nello spazio a quattro dintensioni [Atti del 
R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, serie VII, tomo II (1890-91), pp. 855-901]. 

33) Questo si può verificare direttamente. Preso in S^ un 5^ , il complesso di piani li di 55 è 
segato da S^ in un complesso di piani subordinato n, ; le rette singolari di II, giacciono nell'53 - 
centrale di FI, formandovi un complesso lineare (v. il teorema dei principio di questo stesso n° 11). 
Quelli fi-a i piani di TI uscenti da un punto di 5^ estemo ad 5^ che segano 1*5 -centrale in rette, vi de- 
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terminato dai due piani di punti singolari e da un altro suo piano generico. Infatti, in 
ogni S^ passante per quest'ultimo è determinato il complesso lineare di piani sezione, 
come quello che deve avere per S^-centrale lo spazio ordinario determinato dalle tracde 
suirS^ dei due piani di punti singolari, e per rette singolari quelle del complesso t 
neare dcll'S^-centrale che risulta determinato dalla congruenza lineare che ha per diret- 
trici le tracde suddette e dalla traccia sull'S^ centrale del piano generico dato. Sodo 
quindi determinati tutti i piani di TI che si appoggiano al dato, e da essi si può quindi 
passare a determinare, in modo simile, tutti i piani di II. 

la. L'equazione di un connesso bilineare generico ^) fra punti e rette in 5, è h 

(i) Z^.»,^i»^s = o (t.*. 5 = 0, !,...,•). 

dove le x.^ = Ji^ — :^yi, e le x, sono le coordinate rispettivamente di una retta e 
di un punto di S^, e le costanti c^.^, sono legate dalle 

(^) . ,. . . „ . ^.*' + ^*.' = ^• 

In tau ipotesi, 1 equazione 

(3) Z.O'.Zt,^«.^»*. = 

rappresenta, nelle y.j Tiperpiano focale del punto di coordinate x.y e nelle x. la qua- 
drica Q^^^^ corrispondente nel connesso dato al punto y.. Perchè il connesso dato sia 
nullo, deve riuscire indeterminato Tiperpiano focale di ogni punto di S,, ciò che porta 
alle condizioni (necessarie e sufficienti) 

per il che, ponendo 

l'equazione di un connesso nullo avrà la forma 

(4) Z^.*,^a. = o> 

dove le a,^, sono costanti indipendenti e la somma s'intende estesa alle sole combina- 
zioni ternarie dei n' o, i, . . . , n, e che, poiché le X.^, sono le coordinate del piano 
determinato dal punto x^ e dalla retta x..^, esprime il teorema del n° 8. Se ora si 
combina linearmente la (i) colla (4), si otterrà l'equazione di un connesso pel quale 
la corrispondenza fra punti e iperpiani focali sarà ta stessa che per il connesso (i), come 
pure sarà lo stesso il sistema lineare (3) delle quadriche Q^l^ ed il riferimento omo- 



terminano un secondo complesso lineare di rette che col primo ha di comune una congruenza lineare 
ordinaria di rette, le cui direttrici sono luoghi di punti singolari per TI ; onde la superficie formau da 
questi punti essendo da ogni 5^ segata in una coppia di rette, è una coppia di piani. Questi non giic 
ciò no, almeno necessariapunte^ in un S^ ; in tal caso difatti le sezioni di II coi diversi S^ di 5^ avreb- 
bero sempre il loro 5 -centrale giacente nell*5^ dei due piani di punti singolari, mentre si può sempre 
costruire un II passante per due complessi lineari di piani appartenenti a due S^ di S^ e legati fra 
loro dalla sola condizione di segare, nel loro S^ comune, la stessa stella di piani, onde i loro spazi 
centrali non giacciono necessariamente in uno stesso 5^. 

34) Gli sviluppi analitici che seguono sono appena accennati perchè affatto analoghi a quelli che, 
ar «=: 5, si trovano nei n^ i, 8, 14, 24 della mia Memoria citata '). 
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grafico fra quest'ultimo sistema e i punti di S, . Dicendo quindi omofocali due connessi 
che conducano alla stessa corrispondenza fra punti e iperpiani focali e sistema omofocaU 
il sistema di tutti i connessi fra loro tutti omofocali, si avrà che: / connessi omofocali 

ad un dato costituiscono un sistema lineare oo^ ^ "^ determinato dal connesso dato e dal 

sistema lineare oo^ ' ^ dei connessi nulli. 

Per tutti i connessi di un sistema omofocale è la stessa la corrispondenza fra cia- 
scun punto e la corrispondente quadrica QJ[^ (passante pel punto). Ora non è inutile 
osservare che una corrisponden^ia omografica fra i punti di S^ e le quadriche di un si- 
stema lineare oo* tale che ciascun punto stia sulla quadrica corrispondente, pub sempre ri- 
guardarsi come corrispondenza fra i punti di S^ e le Q^]^^ relative a un connesso bi- 
lineare. 

Infatti, l'equazione di tale corrispondenza sarà la 

,5) . Z^.ZàsYa,^**, = o 0". *, i = o, I. 2, ... , II), 

[ove sia 

(5') Y.fc, = Ti,* 

e inoltre sieno verificate le condizioni 

(5") Y.fc, + Yà,i + Y«* = o- 

Ma queste condizioni appunto permettono di determinare delle costanti c.j, soddi- 
sfacenti alle (2) e tali che si abbiano le 

( Yifcj ^ ^iks r ^i$k > 
(O j Y»s. = Cusi + c,i, , 

' Yiiik == ^sik "ì ^su'y 
dopo di che la (5) assumerà la forma (3) come si voleva. La determinazione delle 
C.J, date le y,*, j P"^ f^^si in infiniti modi, e si ottengono cosi, com'è facile riscontrare 
|>er via analitica, tutti i gruppi di costanti c.^^^ relativi ai connessi di un sistema omo- 
focale. 

Pavia, dicembre 1907. 

Emilio Veneroni. 
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ERRATA-CORRIGE 



Avvertenza. — Le linee si contano dall'alto della pagina escludendovi la intestatura. 



Errori sfuggiti agli Autori nella revisione delle bozze di stampa: 

Pagina Linea In luogo di : Leggere : 

37 39 da un punto qualunque sopra da un punto qualunque da fm 

tangente in a sopra 

^^ "^logCMH-i) ■^log(W+i)"»"log2 
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